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The behavior of large and omplex aggregates of elementary partiles, it turns out, is not to beunderstood in terms of a simple extrapolation of the properties of a few partiles. Instead, at eahlevel of omplexity entirely new properties appear, and the understanding of the new behaviorsrequires researh whih I think is as fundamental in its nature as any other.P. W. Anderson, More is Di�erent, Siene, 1972
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1 ÚvodNa pohopenie fyzikálnyh dejov, ktoré prebiehajú v silne korelovanýh elektrónovýhsystémoh sa vynakladá extrémne úsilie. Tieto systémy totiº vykazujú po£etné exo-tiké vlastnosti s ve©kým aplika£ným poteniálom. Sta£í spomenú´, ºe do tejto triedyspadajú napríklad vysokoteplotné supravodi£e, materiály vykazujúe kolosálnu mag-netozeristaniu, polokovy, pozorujú sa v nih prehody kov-izolátor indukované malouzmenou vonkaj²íh podmienok, nehomogénne nábojové a magnetiké usporiadania, vy-kazujú r�zne nelineárne optiké vlastnosti a podobne.Z fyzikálneho h©adiska je d�leºité, ºe ide predov²etkým o zlú£eniny prvkov, ktorémajú £iasto£ne zaplnené f a d orbitály, teda zlú£eniny prehodovýh kovov, lantanoidov(kovy vzányh zemín) a aktinoidov. Na rozdiel od jednoduhýh kovov a polovodi-£ov, hrá v silne korelovanýh elektrónovýh systémoh d�leºitú úlohu oulombovskáinterakia medzi elektrónmi. Pod©a pásovej teórie je jedným z d�vodov silného vplyvutejto interakie to, ºe v zlú£enináh prehodovýh kovov, lantanoidov a aktinoidov súelektrónové energetiké pásy podstatne uº²ie ako v kovoh alebo polovodi£oh. Pres-nej²ie povedané pomer efektívnej oulombovskej interakie medzi elektrónmi k ²írkeenergetikého pásu je podstatne vä£²í ako v prípade kovov, £o sp�sobuje, ºe elektrónysú korelované a nie je ih moºné povaºova´ za vzájomne nezávislé. Predpokladá sa, ºepráve tieto koreláie spolu s ve©kým mnoºstvom stup¬ov vo©nosti, súvisiaih s moº-ným nábojovým a spinovým usporiadaním, vedú v silne korelovanýh materiáloh kspomínaným netriviálnym vlastnostiam. Napriek intenzívnemu ²túdiu v²ak stále nieje jasné, ako k tomu dohádza a akú úlohu zohrávajú ¤al²ie faktory, ako je napríklad²truktúra mrieºky, vplyv r�znyh interakií a podobne. Práve preto je na²ím dlho-dobým zámerom £o najvia priblíºi´ teoretiké modely, ktoré sa pouºívajú na popissilne korelovanýh systémov, k reálnym materiálom a preskúma´ aký vplyv majú r�zneinterakie a mehanizmy na ih vlastnosti. V predkladanej prái sme sa sústredili na²túdium nábojového a spinového usporiadania a ²túdium fázovýh prehodov, ktorés týmito usporiadaniami súvisia. Zaujímame sa predov²etkým o r�zne nehomogénneusporiadania a iné exotiké ²truktúry, ktoré sa pozorujú v mnohýh materiáloh, pri-7



tom ih formovanie nie je jednoduhé vysvetli´. Záujem o takéto z klasikého poh©aduneprirodzené ²truktúry výrazne vzrástol po tom, £o boli pozorované vo vysokoteplot-nýh supravodi£oh a materiáloh, ktoré vykazujú kolosálnu magnetorezisteniu. Súvisnehomogénnyh usporiadaní s javmi ako je vysokoteplotná supravodivos´ nie je jasný,rovnako ako mikroskopiké prinípy, ktoré vedú k ih formovaniu. Okrem nábojovýha spinovýh ²truktúr sa venujeme aj prehodom kov-izolátor a zmenám valen£nosti vsilne korelovanýh systémoh. Tieto prehody sú nato©ko r�znorodé, ºe ani po via akopä´desiatih rokoh intenzívneho ²túdia nie je ih teoretiký obraz úplný.V na²ej prái sa pri teoretikom ²túdiu silne korelovanýh systémov opierame ojednoduhý model Faliova-Kimballa, ktorý bol p�vodne zavedený na popis prehodovkov-izolátor v zlú£enináh vzányh zemín a prehodovýh kovov. Tento model berie doúvahy len kinetikú energiu vodivostnýh elektrónov a oulombovskú interakiu medzivodivostnými a lokalizovanými £astiami. Ukázalo sa, ºe uº takéto jednoduhé súpe-renie oulombovskej interakie, ktorá má tendeniu systém lokalizova´, s kinetikouenergiou vodivostnýh elektrónov, ktorá naopak elektróny delokalizuje, vedie k r�znymnehomogénnym nábojovým usporiadaniam. Napriek jednoduhosti tohto modelu jejeho rie²enie silne netriviálne, exaktné kvantitatívne rie²enia v termodynamikej limitepre ²irokú triedu parametrov existujú len v nekone£nej dimenzii. V kone£nýh dimen-ziáh, ktoré úzko súvisia s reálnymi materiálmi, existuje viaero otvorenýh problémov,najmä oh©adom termodynamikýh vlastností modelu. Niektoré z nih sme sa pokúsilizodpoveda´ v na²ej prái. Vzh©adom na na²e iele je tento model niekedy aº prive©mijednoduhý, pretoºe zanedbáva viaero interakií, ktoré m�ºu hra´ d�leºitú úlohu priformovaní nehomogénnyh ²truktúr. Preto sa v na²om ²túdiu venujeme aj modelomodvodeným od modelu Faliova-Kimballa, kde ideme nad ráme ²tandardnýh aproxi-máií, pri£om sa snaºíme £o najvia priblíºi´ k reálnym systémom a zárove¬ zásadnenekomplikova´ uº aj tak náro£né rie²enie modelu. Diel£ie iele, ktoré sme si pri ²túdiustanovili, moºno zhrnú´ do nasledujúih bodov:- Pre²tudova´ vplyv neideálnej mrieºky na základný stav modelu Faliova-Kimballa,so zámerom popísa´ vplyv vakanií na valen£nos´ materiálov typu Sm1−xB6.8



- Pre²etri´ vplyv nelokálnyh interakií na formovanie nehomogénnyh nábojovýh²truktúr v modeli Faliova-Kimballa. Preskúma´ vplyv týhto interakií na va-len£né prehody a prehody kov-izolátor.- Popísa´ fázový diagram základného stavu modelu Faliova-Kimballa zov²eobe-neného o spinovo závislú interakiu medzi lokalizovanými a itinerantnými elek-trónmi a preskúma´ moºnos´ stabilizáie nehomogénnyh spinovýh ²truktúr.- Preskúma´ základný stav a vplyv teploty na spinové a nábojové usporiadania sta-bilné v základnom stave modelu Faliova-Kimballa, ktorý by bral do úvahy v²etkynajd�leºitej²ie lokálne interakie. Pre²tudova´ tak symetriký, ako aj nesymet-riký prípad (pojmy symetriký/nesymetriký budú diskutované v nasledujúihkapitoláh).- S predhádzajúim ie©om súvisí aj potreba rozvinú´ spo©ahlivé metódy, ktoréby umoº¬ovali ²túdium termodynamikýh vlastností modelu Faliova-Kimballana dostato£ne ve©kýh mrieºkah aj mimo symetrikého prípadu, teda pre pod-mienky, ke¤ nie je hemiký poteniál kon²tantný.- Intenzívnej²ie sa venova´ ²túdiu vplyvu oulombovskej interakie medzi vodi-vostnými elektrónmi na vlastnosti silne korelovanýh systémov, £o predpokladázvládnu´ metódy ako je kvantové Monte Carlo, metóda dynamikého strednéhopo©a a ¤alej ih rozvíja´.- Preskúma´ vplyv dimenzie na termodynamiké vlastnosti modelu Faliova-Kimballaa konfrontova´ výsledky získané v trojrozmernom prípade s výsledkami získanýmimetódou dynamikého stredného po©a v nekone£nej dimenzii.
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2 Preh©ad o sú£asnom stave problematiky2.1 Teoretiké práeNa vysvetlenie formovania nehomogénneho nábojového a spinového usporiadania vzlú£enináh vzányh zemín a prehodovýh kovov sa v literatúre objavujú dva hlavnéprúdy, zastávajúe rozli£né fyzikálne interpretáie. Prvou z nih je interpretáia zave-dená Kivelsonom, Emerym a Linom [1℄, kde sa uvaºuje, ºe nehomogénne usporiadanievzniká ako d�sledok súperenia silnej krátkodosahovej odpudivej interakie medzi elek-trónmi, ktorá má tendeniu separova´ £astie a diery a slabej ¤alekodosahovej prí´aºli-vej oulombovskej interakie, ktorá naopak vyhladzuje odhýlky v elektrónovej hustote.Druhá interpretáia pohádza od Whita a Salapina [2℄, ktorí predpokladajú, ºe neho-mogénne ¤alekodosahové nábojové usporiadanie m�ºe vznika´ ako d�sledok súpereniakinetikej a poteniálnej energie a na jeho stabilizáiu nie je nutné uvaºova´ ¤aleko-dosahovú oulombovskú interakiu. Na preverenie oboh hypotéz bolo uverejnenýhmnoºstvo prá, kde boli pouºité r�zne metódy, ako napríklad Monte Carlo simuláie[3℄, exaktná numeriká diagonalizáia [4℄, polo klasiká Hartreeho-Fokova teória [5℄a iné. I ke¤ otázka mikroskopikého mehanizmu tvorby nehomogénnyh usporiadanínebola dodnes spo©ahlivo rozrie²ená, posledné desa´ro£ia intenzívneho ²túdia ukázali,ºe nehomogénne ²truktúry je moºné popísa´ aj bez nutnosti uvaºova´ ¤alekodosaho-vé interakie. K jednoduhým modelom, ktoré sa pouºívajú na popis nehomogénnyhnábojovýh a spinovýh usporiadaní, ale aj inýh zaujímavýh vlastností silne korelo-vanýh systémoh, patria Hubbardov model [6℄, t-J model [7℄ a modely im podobné,ako je napríklad model Faliova-Kimballa [8℄, ktorý zohráva k©ú£ovú úlohu v ²túdiutejto problematiky. Ke¤ºe na ²túdium spinového a nábojového usporiadania a elektró-novýh fázovýh prehodov vyuºívame predov²etkým model Faliova-Kimballa a jehozov²eobenené verzie, je vhodné predstavi´ tento model a zhrnú´ niektoré doteraz pub-likované výsledky.
10



2.1.1 Model Faliova-KimballaV roku 1969 zaviedli Faliov a Kimball jednoduhý model [8℄ na popis prehodov kov-izolátor v zlú£enináh vzányh zemín a prehodovýh kovov. V tomto modeli brali doúvahy dva typy £astí, itinerantné elektróny a lokalizované £astie (diery) so spinomjedna polovia, ktoré vzájomne interagujú len lokálne:
H =

∑

ijσ

tijd
+
iσdjσ + U

∑

iσσ′

f+
iσfiσd

+
iσ′diσ′ + Ef

∑

iσ

f+
iσfiσ, (2.1)kde f+

iσ (fiσ) je krea£ný (anihila£ný) operátor £astie (f elektrónu, iónu, diery ...) sospinovou orientáiou σ, ktorá je lokalizovaná na i-tej mrieºkovej polohe a ktorej prislú-ha energia Ef a d+
iσ (diσ) je krea£ný (anihila£ný) operátor itinerantného elektrónu sospinovou orientáiou σ. Vznikol tak model, kde kinetiká energia vodivostnýh elektró-nov (moderovaná preskokovou matiou tij), ktorá má tendeniu elektróny delokalizova´,súperí s oulombovskou interakiou U , ktorá naopak elektróny lokalizuje.Faliov, Kimball a ih spolupraovníi v p�vodnýh práah [8, 9℄ pouºili pri rie²enímodelu, ktorý bol nesk�r pomenovaný po autoroh ako model Faliova-Kimballa,jednoduhú aproximáiu stredného po©a. Pri predpoklade, ºe stredný po£et elektró-nov vo vodivostnom páse je priamoúmerný elektrikej vodivosti, pozorovali v modeliso zmenou teploty spojité aj nespojité zmeny vodivosti, ako to ilustruje Obr. 1 prevza-tý z práe [8℄. Tieto zmeny vodivosti dobre zodpovedali reálnej situáii vo viaerýhzlú£enináh vzányh zemín a prehodovýh kovov. Zdalo sa tak, ºe tento jednoduhýmodel je naozaj vhodný na popis spojitýh aj nespojitýh prehodov kov-izolátor in-dukovanýh teplotou v týhto materiáloh. Lenºe v roku 1972 pouºil Plishke [10℄ pririe²ení modelu Faliova-Kimbala aproximáiu koherentného poteniálu [11℄ a na rozdielod predhádzajúih prá nepozoroval ºiadne nespojité prehody. Táto zásadná nez-hoda výsledkov poukázala na extrémnu itlivos´ modelu vo£i aproximáiám. Otázka,£i je model shopný popísa´ teplotou indukované nespojité prehody kov-izolátor jestále aktuálna. Nedávne výsledky [12℄ získané so�stikovanej²ou metódou v nekone£nejdimenzii podporujú sk�r p�vodné závery Faliova a kolektívu ako závery Plishkeho. Vroku 1972 v²ak Plishkeho práa vyvolala nezáujem o tento model. Situáia sa výrazne11



Obrázok 1: Relatívna elektrónová obsadenos´ vodivostného pásu n ako funkia inverznej teplotypre r�zne hodnoty oulombovskej interakie U v modeli Faliova-Kimballa (2.1), získaná jednoduhouaproximáiou stredného po©a [8℄. Za predpokladu, ºe n je priamoúmerné vodivosti, tento obrázokznázor¬uje shopnos´ modelu popísa´ spojité aj nespojité zmeny vodivosti. Tieto závery ale nebolipotvrdené inými metódami.zmenila aº okolo roku 1985. Jedným z impulzov bolo znovuobjavenie Hubbardovejpráe z roku 1965 [13℄, v ktorej pouºil Hubbard model ekvivalentný modelu Faliova-Kimballa ako limitnú verziu modelu, ktorý dnes poznáme pod menom Hubbardov [6℄model:
H =

∑
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∑
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nd
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d
i↓, (2.2)kde nd

iσ = d+
iσdiσ a kvantovomehaniké preskoky s amplitúdou t sú moºné len me-dzi najbliº²ími mrieºkovými polohami. Lokálna interakia Udd je medzi itineratnýmielektrónmi s opa£ným spinom. V prípade, ke¤ t↑ 6= t↓, hovoríme o nesymetrikomHubbardovom modeli. Ak poloºíme jednu z amplitúd tσ rovnú nule, napríklad t↓ = 0,tak elektróny so spinom dole lokalizujeme. Dostávame tak vlastne model pozostáva-júi z bezspinovýh lokalizovanýh a itineratnýh £astí, ktorý sa dnes ozna£uje akobezspinový, alebo aj konven£ný model Faliova-Kimballa:
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i fi, (2.3)kde preskok elektrónov je moºný len medzi najbliº²ími susednými polohami (v prái súv²etky energie v jednotkáh t, ak nie je uvedené inak). Pre Ef = 0 tak moºno povaºo-va´ vz´ah bezspinového modelu Faliova-Kimballa k Hubbardovému modelu pre silne12



korelované elektrónové systémy za analogiký vz´ahu Isingového modelu k Heisenber-govému modelu pre spinové systémy. Záujem o tento model narástol po tom, £o boloukázané, ºe bezspinový model Faliova-Kimballa je v�be najjednoduh²í korelovanýsystém, ktorý vykazuje ¤alekodosahové usporiadania £astí pri nenulovýh teplotáh[14℄. D�kaz sa týkal takzvaného symetrikého prípadu, £o je prípad, kedy sa pri zá-mene £astí a dier hamiltonián nezmení. �alekodosahové usporiadanie, ktoré v tomtoprípade pretrváva aj pri nízkyh teplotáh a dimenziáh vä£²íh ako jedna (D > 1) jetakzvaná ²ahovniová fáza. Zárove¬ sa v literatúre za£ali objavova´ nové interpretáietohto modelu, napríklad Kennedy and Lieb [15℄ vyuºili model Faliova Kimballa na²túdium kry²talizáie, ke¤ lokalizované £astie interpretovali ako kladné ióny (U < 0)a itinerantné £astie ako elektróny.Rovnako d�leºitý ako d�kaz stability ²ahovniovej fázy, bol d�kaz fázovej segregá-ie v D = 1 a v limite silnej oulombovskej interakie mimo symetrikého prípadu [16℄.Segregovaná kon�guráia je taký základný stav systému, kde sa lokalizované £astiezhlukujú v jednej £asti mrieºky a zvy²ok mrieºky je naopak prázdny. Platnos´ segre-ga£ného prinípu bola nesk�r dokázaná pre v²etky dimenzie [17℄ a aj mimo limity silnejoulombovskej limity pre prípad n = nf + nd < 1 (nx = Nx/L, kde x = f, d a Nx jepo£et f resp. d elektrónov, L je po£et mrieºkovýh pol�h, £o £asto ozna£ujeme ako ve©-kos´ mrieºky). V istom zmysle priniesli revolúiu do ²túdia modelu Faliova-Kimballapráe Brandta a kol. [18℄ zo za£iatku devä´desiatyh rokov minulého storo£ia, v kto-rýh ukázali, ºe tento model je v limite nekone£nej dimenzie exaktne rie²ite©ný. Tietorie²enia priniesli v�be prvé exaktné kvantitatívne výsledky o elektrónovýh fázovýhprehodoh v termodynamikej limite pre ©ubovo©né hodnoty oulombovskej interakiea in²pirovali mnoºstvo ¤al²íh ²túdií [19℄.Z poh©adu ²túdia nehomogénnyh usporiadaní boli prelomovými práe Lema«ské-ho a kolektívu [20℄, kde sa autori zaoberali otázkou, ako sa základný stav modeluvyvinie zo ²ahovniovej do segregovanej fázy. Pomoou metódy redukovaného súborukon�guráií ukázali pre bezpinový model a za podmienky nf = nd (ktorá najlep²iezodpovedá interpretáií: zjednodu²ený Hubbardov model v nulovom vonkaj²om mag-netikom poli), ºe v oblasti medzi segregovanou a ²ahovniovou fázou sú stabilné13



Obrázok 2: Niektoré reprezentatívne kon�guráie pozorované v prái [20℄ ako základný stav bezspi-nového modelu Faliova-Kimballa (2.3) v neutrálnom prípade nf = nd, získané metódou redukovanéhosúboru kon�guráií. Znak • tu reprezentuje polohu obsadenú f elektrónom a bodky neobsadenú. �ís-la nad kon�guráiami ozna£ujú rozmer základnej bunky, z ktorej bola kon�guráia generovaná (tosúvisí s pouºitou metódou), v zátvorke je potom jej f -elektrónová hustota. Fázy: (a) ²ahovniová,(b)-() diagonálne £iarové usporiadania (poru²ená ²ahovnia), (d)-(e) axiálne £iarové usporiadania,(f) homogénne (regulárne) usporiadanie, (g)-(h) n-molekulové usporiadania, (i) iné.
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Obrázok 3: Zjednodu²ený fázový diagram modelu (2.3) v neutrálnom prípade (nf = nd) a v D = 2prevzatý z prá [20℄, kde sú zazna£ené oblasti stability segregovanej fázy (Segregated phase), axiálnyh£iarovýh ²truktúr (AS) a r�znyh diagonálnyh ²truktúr (DS).r�zne nehomogénne kon�guráie. Na Obr. 2 sú ukáºky niektorýh ²truktúr pod©a prá-e [20℄. Bolo ukázané, ºe bezspinový model Faliova-Kimballa je shopný popísa´ (akov�be najjednoduh²í model) £iarové a iné netriviálne nehomogénne nábojové ²truktú-ry (aké sa pozorujú aj v reálnyh materiáloh), bez potreby uvaºova´ ¤alekodosahové14



interakie. Pritom r�zne £iarové axiálne ²truktúry a r�zne diagonálne fázy, patria knajstabilnej²ím fázam základného stavu ako to ilustruje zjednodu²ený fázový diagramv rovine nf − U (Obr. 3).

Obrázok 4: Fázový diagram spinového modelu Faliova-Kimballa (2.1) v 2D v rovine nf − U pre
L = 12 × 12 a podmienku nf + nd = 1, popisujúi oblasti stability fáz ktoré sú reprezentovanékon�guráiami vpravo. Jednotlivé farby si zodpovedajú.K podobným záverom viedlo aj systematiké ²túdium kon�guráií základného stavuprípadu nf +nd = 1 [21, 22, 23℄ bezspinového modelu, kde autori preskúmali základnýstav v limite slabej (U . Dt), stredne silnej aj silnej oulombovskej interakie a to aºpo priestorovú dimenziu D = 3. Bola potvrdená stabilita r�znyh separovanýh fáz,£iarovýh a n-molekulovýh ²truktúr a inýh nehomogénnyh usporiadaní. Na²a star²iapráa oh©adom základného stavu spinového modelu Faliova-Kimaballa (2.1) ukázala,ºe rozdiel medzi týmto modelom a bezspinovým modelom Faliova-Kimballa nie je lenv interpretáii. Fázový diagram spinového modelu v rovine nf −U pre nf +nd = 1 premrieºku L = 12× 12 (Obr. 4) poukázal na zásadný vplyv spinovej premennej, aj ke¤sa v modeli neuvaºuje ºiadna spinovo závislá interakia.�túdium modelu Faliova-Kimball sa samozrejme neobmedzilo len na popis kon-�guráií základného stavu. Zna£ná pozornos´ bola venovaná aj p�vodnému ur£eniutohto modelu, teda prehodom kov-izolátor a valen£ným prehodom. Výrazný pokroknastal najmä v ²túdiu prehodov indukovanýh vonkaj²ím tlakom. Predpokladá sa,15



ºe zmena vonkaj²ieho tlaku má za následok zmenu hladiny Ef . Vplyv vonkaj²iehotlaku na valen£nos´ a vodivos´ silne korelovanýh elektrónovýh systémov tak moº-no v modeli Faliova-Kimballa modelova´ jednoduhou zmenou Ef . Podobne ako vprípade prehodov indukovanýh teplotou, aj pri prehodoh ktoré sú funkiou Ef jemoºné nájs´ v star²íh práah [24℄ protihodné závery oh©adom shopnosti modeluFaliova-Kimballa popísa´ spojité aj nespojité zmeny valen£nosti a vodivosti, ku kto-rým dohádza v reálnyh materiáloh (SmS, SmB6, T i2O3 . . . ). R�zne aproximáietotiº vedú k r�znym výsledkom. Aº príhod výkonnej výpo£tovej tehniky a rozprao-vanie spo©ahlivýh numerikýh metód priniesol nieko©ko rozuzlení. Bolo dokázané, ºebezspinový model Faliova-Kimballa v limite silnej oulombovskej interakie U popisu-je nespojité valen£né prehody indukované tlakom [25, 26℄. Výsledky pre stredne silnúa slabú oulombovskú interakiu zase poukázali na shodovitú ²truktúru valen£nýhprehodov (Obr. 5), kde prehody medzi r�znymi stabilnými neelo£íselnými obsade-nos´ami nf m�ºu by´ v termodynamikej limite (L → ∞) spojité. V limite slabej

Obrázok 5: V©avo: Závislos´ nf na Ef pre model (2.3) za podmienok nf +nd = 1, U = 2,L = 8×8,a L = 12× 12. Vpravo: Závislos´ energetikej medzery na Fermiho hladine od nf v D = 2 pre r�znehodnoty U a L.oulombovskej interakie vedie tlakom indukovaná zmena nf k prehodom kov-izolátor[26, 27℄, ako to nazna£uje závislos´ energetikej medzery na nf pre U = 2, U = 3 a
D = 2 (Obr. 5) prevzatá z práe [27℄. Pre tento prípad je energetiká medzera nadFermiho hladinou v oblasti malýh nf podstatne men²ia ako pre vy²²ie nf a navy²es rastúou mrieºkou rýhlo klesá k nule (vloºený obrázok). V tejto oblasti má teda16



systém kovový harakter, naopak pre nf > 0.06 (U = 2) energetiká medzera výraz-ne narastá a nevytráa sa s narastajúou mrieºkou a teda táto oblas´ je izolátorová.Spojité a nespojité zmeny valen£nosti za podmienky nf + nf = 1 boli popísané aj vspinovom modeli (2.1) [28, 29℄.Shopnos´ tohto pomerne jednoduhého modelu popísa´ netriviálne nábojové uspo-riadania, ktoré sa vyskytujú v reálnyh materiáloh, ako aj exaktný d�kaz, ºe v sy-metrikom prípade pre D ≥ 2 je ²ahovniové usporiadanie stabilné aj pri nenulovýhteplotáh, motivovali d�kladné ²túdium termodynamikýh vlastností modelu Faliova-Kimballa. V symetrikom prípade sa ukázalo, ºe typiká tepelná kapaita ako funkiateploty, vykazuje dvojmaximový priebeh [30, 31℄ (Obr. 6). �iroké vysokoteplotné ma-ximum je Shotkyho typu [32℄. Ostré nízkoteplotné maximum má rozdielny p�vodpre D = 1 a D > 1. V D = 1 existuje po£etná skupina stavov, ktorýh energia jeve©mi blízka základnému stavu, hovoríme ºe sú �takmer degenerované so základnýmstavom� a súvisí s nimi ostré nízkoteplotné maximum v tepelnej kapaite [32℄. Energieostatnýh stavov sú podstatne vy²²ie a za£ínajú sa obsadzova´ aº pri vy²²íh teplotáh.Pre dimenzie vy²²ie ako jedna je situáia odli²ná. Ostré nízkoteplotné maximum tu
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Obrázok 6: Ukáºka typikého priebehu tepelnej kapaity bezspinového modelu Faliova-Kimballapre kon²tantný objem a kon²tantný po£et £astí v symetrikom prípade na kone£nej mrieºke. Naobrázku je tepelná kapaita v D = 1 pre U = 2 a L = 20 (τ = kBT/t).súvisí s rozbitím ²ahovniového usporiadania, teda s prehodom z usporiadanej doneusporiadanej fázy [18, 30, 31℄. Pritom otázka o aký druh fázového prehodu ide,17



je silne netriviálna. Model Faliova-Kimballa je moºné v limite silnej oulombovskejinterakie U previes´ na efektívny antiferomagnetiký Isingov model [15℄, v tejto limiteteda spadá do rovnakej triedy univerzality. Preto je fázový prehod z usporiadanejdo neusporiadanej fázy v oblasti silnej oulombovskej interakie jednozna£ne spojitý.Naopak v limite slabej oulombovskej interakie bol v nekone£nej dimenzii pozorovanýfázový prehod prvého druhu [33℄. Navia nedávne aproximatívne ²túdium na kone£-nýh mrieºkah [31℄ ukázalo, ºe fázový prehod prvého druhu sa vyskytuje aj v D = 2 ato aº do hodn�t U ∼ t. Nad touto hodnotou oulombovskej interakie je prehod spo-jitý. V symetrikom prípade modelu Faliova-Kimballa m�ºe by´ teda fázový prehod zusporiadanej do neusporiadanej fázy spojitý aj nespojitý v závislosti na U . Podstatnemenej sa toho vie o termodynamikýh vlastnostiah modelu v nesymetrikom prípade.Exaktné výsledky na malýh mrieºkah [34℄ poukazujú na moºnos´, ºe nízkoteplotnémaximum sa nemusí vyskytova´ pre v²etky hodnoty parametrov U a Ef . Navia v
D = 1 za podmienky nf +nd = 1 a pre parametre U a Ef , ktorým odpovedá v základ-nom stave nf ∼ 1 alebo nf ∼ 0 bolo v modeli pozorované ´aºkofermionové hovanie av nekone£nej dimenzii bolo potvrdené hovanie, ktoré nezodpovedá Fermiho kvapalinepre v²etky konentráie f elektrónov odli²né od prípadu nf = 0 a nf = 1 [35℄.�túdium vlastností reálnyh silne korelovanýh elektrónovýh systémov prinieslopotrebu zov²eobeni´ model Faliova-Kimballa o ¤al²ie interakie. V nasledujúej pod-kapitole z bohatej mnoºiny zov²eobenení, ktoré sa uº v literatúre vyskytli, spomeniemeaspo¬ tie, ktoré mali priamy vplyv na na²e ²túdium.2.1.2 Zov²eobenený model Faliova-KimballaZov²eobenený model Faliova-Kimballa, ktorý by bral do úvahy v²etky základné typylokálnyh interakií (okrem f − d hybridizáie) moºno zapísa´ v tvare:
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kde sa dá ²tvrtý £len fyzikálne interpretova´ ako anizotropná, lokálna interakia isin-govského typu medzi lokalizovanými a itinerantnými elektrónmi, ktorá odráºa Hundoveprvé pravidlo. Piaty £len predstavuje odpudivú oulombovskú interakiu medzi £asti-ami na tom istom f orbitáli a nakonie posledný výraz je hubbardovský £len, tedaodpudivá oulombovská interakia medzi itinerantnými elektrónmi s opa£ným spinomna tom istom d orbitáli. P�vodný model Faliova-Kimballa je potom limitným prí-padom modelu (2.4) za podmienok J = 0, Uff = ∞ a Udd = 0, bezspinový modeldostaneme pre parametre J = 0, Uff = ∞ a Udd = ∞. Modelom (2.1) obohateným onenulovú, ale kone£nú interakiu Uff sa zaoberal uº Brandt so spolupraovníkmi [18℄.V symetrikom prípade v limite silne interakie U poukázali na existeniu exotikého²ahovniového usporiadania v ktorom sú f orbitály bu¤ prázdne, alebo dvojnásobneobsadené. V tejto fáze teda dohádza k párovaniu lokalizovanýh elektrónov, ktoré jed�sledkom interakie s itinerantným podsystémom a to aj napriek priamej odpudivejinterakii Uff . Navia sa autorom podarilo ukáza´, ºe táto exotiká fáza m�ºe pretrva´aj pri nenulovýh teplotáh.I ke¤ sa v p�vodnom modeli Faliova-Kimballa uvaºuje spin elektrónov, nedokáºebez prítomnosti spinovej interakie popísa´ magnetiké vlastnosti silne korelovanýhsystémov. Snaha popísa´ formovanie nehomogénnyh magnetikýh aj nábojovýh²truktúr jedným modelom, viedla k pridaniu spinovo závislej interakie J .Model (2.4) v limitáh Uff = ∞, Udd = 0 bol prvýkrát ²tudovaný v prái [36℄.Bolo ukázané, ºe takto de�novaný model naozaj dokáºe popísa´ r�zne nehomogénnenábojové a hlavne spinové usporiadania. Medzi ne patria r�zne spinové a nábojové seg-regované fázy, kon�guráie tvoriae axiálne aj diagonálne £iarové ²truktúry, periodikéaj aperiodiké nábojové/spinové distribúie poukazujúe na zviazanos´ nábojovýh aspinovýh ²truktúr. Skon²truované fázové diagramy v rovine nf−nd pre r�zne hodnotyparametrov v D = 1 a D = 2 (napr. Obr. 7) poukázali na prehody z oblastí, kdesa ako základný stav tohto modelu formujú r�zne feromagnetiké ²truktúry ez oblastiferimagnetikýh ²truktúr aº po antiferomagnatiké oblasti [36, 37℄. To ºe spinovo zá-vislá interakia medzi f a d elektrónmi stabilizuje feromagnetiké a ferimagnetiké fázyna úkor antiferomagnetikýh fáz, aj bez prítomnosti vonkaj²ieho magnetikého po©a,19



Obrázok 7: Diagramy základného stavu modelu Faliova-Kimballa so spinom 1/2 a spinovo závislouinterakiou v D = 1 získané aproximatívnou metódou [37℄. Podrobnej²í popis oblastí ozna£enýhI.-III. je moºné nájs´ v prái [37℄. Diagramy ilustrujú magnetikú koreláiu medzi itinerantným alokalizovaným podsystémom. �avý obrázok zobrazuje f elektronový podsystém. V pravom obrázku jezákladný stav d elektrónového podsystému. Symboly predstavujú (·) nepolarizovanú fázu, (+) úplnepolarizovanú fázu a (◦) £iasto£ne polarizovanú fázu (tieto pojmy sú vysvetlené v texte).patrí k najd�leºitej²ím záverom získaným ²túdium tohto modelu. Navia interakia
J sp�sobuje magnetikú koreláiu diagramov itinerantnýh a lokalizovanýh podsysté-mov, ako je vidie´ na príklade diagramov magnetikýh polarizáií (Obr. 7) v D = 1prevzatýh z práe [37℄. V týhto diagramoh je d elektrónový podsystém (a analogikyaj f elektrónový podsystém) ozna£ený ako nepolarizovaný, ak pre elkovú podsysté-movú magnetizáiu Md = |
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Md = Nd a £iasto£ne polarizovaný ak Md 6= 0 a zárove¬ Md 6= Nd.Ak v modeli 2.4 v limite Uff = ∞, Udd = 0 a U = 0 za�xujeme po£et lokalizo-vanýh £astí na Nf = L, dostávame model, v ktorom �lokalizované isingovské spiny�interagujú s vodivostnými elektrónmi interakiou J , £o je moºné hápa´ ako ve©mijednoduhé priblíºenie RKKY inerakie medzi lokalizovanými spinmi. Tento model jevhodný napríklad na ²túdium vplyvu dopovania vodivostnými elektrónmi na magne-tiké usporiadanie základného stavu [38, 39℄. Typiké kon�guráie základného stavu,ktoré v tomto modeli stabilizuje interakia J , prevzaté z na²ej star²ej práe [39℄ súuvedené na Obr. 8.Akoko©vek komplexný je model (2.4), zoh©ad¬uje len lokálne interakie. Nelokálneinterakie pritom nie je vºdy moºné v silne korelovanýh systémoh zanedba´. Pretobolo otázne, £i závery získané na modeli Faliova-Kimballa ostanú v platnosti aj v rea-listikej²íh priblíºeniah, kde sa vplyv nelokálnyh interakií nezanedbáva. Bezspinový20
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Obrázok 8: Ukáºka niektorýh typikýh spinovýh kon�guráií, ktoré sa objavujú ako základnýstav spinového modelu Faliova-Kimballa so spinovou interakiou za podmienky Nf = L, U = 0 a sústabilné pre ²iroké spektrum parametrov J a Nd. Plný trojuholník orientovaný hore tu reprezentujespiny orientované hore a prázdny opa£ne orientované spiny.model Faliova-Kimballa s nelokálnymi interakiami, ktoré mali priamy vplyv na na²upráu moºno zapísa´ ako:
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i fi. (2.5)Kinetiký £len tohto modelu zah¯¬a vplyv takzvaného korelovaného skákania. To zna-mená, ºe obsadenos´ f orbitálu ovplyv¬uje pravdepodobnos´ preskoku itinerantnéhoelektrónu na d orbitál na rovnakej mrieºkovej polohe. V modeli je to vyjadrené modi�-káiou preskokovej matie t o hodnotu t′ ak je aspo¬ jeden z f orbitálov na i-tej a j-tejpolohe obsadený. Tretí £len vyjadruje odpudivú interakiu medzi lokalizovanými £as-tiami, ktoré sa nahádzajú v susednýh mrieºkovýh uzloh. �tvrtý £len predstavujenelokálnu oulombovskú interakiu medzi f a d elektrónmi.Na d�leºitos´ korelovaného skákania upozornil uº Hubbard [6℄, av²ak výrazne na-rástol záujem o túto interakiu aº po tom, £o Hirsh v sérii prá [40℄ ukázal, ºe m�ºezohra´ d�leºitú úlohu pri popise supravodivosti v silne korelovanýh elektrónovýh sys-témoh. V nasledujúih rokoh bol vplyv korelovaného skákania ²tudovaný hlavne v21



súvislosti s prehodmi kov-izolátor a zmenou valen£nosti [41℄ a bolo ukázané, ºe uºmalé hodnoty t′ m�ºu ma´ zásadný vplyv na vlastnosti modelu. Napríklad zmena t′dokáºe v modeli Faliova-Kimballa indukova´ prehody kov-izolátor, ako to ilustru-je závislos´ energetikej medzery na Fermiho hladine (Obr.9) prevzatá z práe [42℄.Stabilita r�znyh nábojovýh usporiadaní v D = 2 v základnom stave modelu (2.5) pre
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Obrázok 9: Závislos´ energetikej medzery od parametra korelovaného skákania, pre bezspinový mo-del Faliova-Kimbala v termodynamikej limite [42℄, ktorá ilustruje prehody kov-izolátor indukovanékorelovaným skákaním.
Unon = 0, V = 0, bola podrobne ²tudovaná v prái [43℄, kde autori ukázali, ºe korelova-né skákanie stabilizuje segregovanú fázu od kritikej hodnoty t′c, ktorej hodnota takmernezávisí od U . Bolo pozorované, ºe pre t′ men²ie ako t′c sa ako základný stav objavujúr�zne kon�guráie, ktoré nie sú základným stavom konven£ného modelu. D�leºitým jei záver, ºe korelované skákanie dokáºe stabilizova´ £iarové usporiadania [43℄, ide teda o¤al²í mehanizmus, ktorý m�ºe prispieva´ k existenii týhto exotikýh usporiadaní vreálnyh materiáloh.Vplyvom nelokálnej interakie V na vlastnosti silne korelovanýh systémov sa za-oberalo viaero prá [44, 45℄. S oh©adom na ²túdium prehodov kov-izolátor moºno zajeden z najd�leºitej²íh výsledkov povaºova´ záver [45℄, ºe v modeli (2.5) pre t′ = 0 a
Udd = 0, dokáºe V stabilizova´ ²ahovniové usporiadanie aj v kovovej fáze. V konven£-nom modeli Faliova-Kimballa je pritom toto usporiadanie vºdy spojené s izolátorovýmstavom. V prái [46℄ zohrala táto interakia d�leºitú úlohu pri ²túdiu nábojovýh ko-22



reláií v zlú£enine NaxCoO2.Napriek tomu, ºe nelokálna oulombovská interakie Unon medzi d a f elektrónmije prirodzeným zov²eobenením modelu Faliova-Kimballa, nie je nám známa ºiadnapráa, ktorá by sa venovala jej vplyvu na tento model pred na²ím ²túdium. Pravde-podobne sme sa zaoberali základným stavom modelu (2.5) pre V = 0 ale Unon 6= 0 akoprví.Aj ke¤ je na²ou dlhodobou snahou priblíºi´ modeli £o najbliº²ie k reálnym materiá-lom, nie je moºné a ani ú£elné ²tudova´ v rámi jednej práe v²etky moºné interakie,ktoré by mohli ma´ vplyv na vlastnosti silne korelovanýh systémov. Preto sme sanateraz obmedzili na ²túdium interakií, ktoré berú do úvahy modely (2.4) a (2.5). Vliteratúre boli uº samozrejme uvaºované i ¤al²ie lokálne a nelokálne interakie, ako jenapríklad f -d hybridizáia [47℄ nelokálna hybridizáia [48℄ alebo ¤alekodosahové ská-kanie [49℄. Tieto výsledky, ale nemali d�leºitý vplyv na predkladanú práu, preto saim nebudeme venova´ podrobnej²ie.2.2 Experimentálne práeV preh©ade experimentálnyh výsledkov bolo na²ím ie©om upozorni´ na niektoré in²pi-rujúe závery, ktoré motivujú na²u práu a poukazujú na jej opodstatnenos´ a najmäaktuálnos´. Preto sme sa sústredili predov²etkým na aktuálne ²túdium nehomogénnyhnábojovýh a spinovýh usporiadaní vo vysokoteplotnýh supravodi£oh a materiálohvykazujúih kolosálnu magnetorezisteniu a zanedbávame mnoºstvo inýh materiálov,kde sa takéto ²truktúry pozorujú. Krátko sa venujeme aj valen£ným prehodom a pre-hodom kov-izolátor. V tejto obsiahlej oblasti sa intenzívne prauje uº via ako 50 rokova napriek tomu sa v nej neustále objavujú aj prinipiálne nové výsledky, ako bol naprí-klad nepredpokladaný objav prehodov kov-izolátor v dvojrozmernýh materiáloh vpolovii devä´desiatyh rokov, alebo prehody-kov izolátor v organikýh materiáloh[50℄. V preh©ade experimentálnyh prá uvádzame nieko©ko typikýh príkladov týhtoprehodov v reálnyh materiáloh. Na²ou ambíiou nebolo urobi´ komplexné zhrnutieexperimentálnyh výsledkov ²tudovanej problematiky ani podrobnej²í popis pouºitýhexperimentálnyh metód. Takáto snaha by si vyºiadala podstatne obsiahlej²í formát.23



2.2.1 Nehomogénne nábojové a spinové usporiadaniaVysokoteplotné supravodivé oxidy medi sú materiály obsahujúe v elementárnej bunkejednu, alebo viaero CuO2 rovín vzájomne oddelenýh vrstvami inýh atómov (O, La,
Sr, Ba, ...). V²eobene sa predpokladá, ºe za supravodivos´ v týhto materiáloh, akoaj vlastnosti s ¬ou súvisiae, sú zodpovedné práve proesy v rovináh CuO2 a ostat-né vrstvy sú predov²etkým rezervoárom náboja. Podobná harakteristika platí aj presupravodivé oxidy kobaltu s rovinami CoO2, ktoré sa lí²ia od rovín CuO2 predov²et-kým kry²talogra�kou ²truktúrou. Kým vo vrstve CuO2, ióny Cu formujú ²tvorovúmrieºku, ióny Co formujú vo vrstve CoO2 mrieºku trojuholníkovú. Materiály obsahu-júe roviny CuO2 a CoO2 sa ozna£ujú aj ako kvázi-dvojdimenzionálne ²truktúry, av²akvplyv elkovej mrieºky na supravodivos´ týhto materiálov nemoºno úplne zanedba´.Poukazujú na to efekty pozorované pri zmene kry²tálovej ²truktúry [51℄, ku ktorej do-hádza u niektorýh supravodi£ov d�sledkom dopovania (napr. zmena tetragonálnej²truktúry na ortorombikú).Nábojom nedopované vrstvy CuO2, majú pri nízkyh teplotáh ¤alekodosahovéantiferomagnetiké usporiadanie a ide o izolátory Mottovho typu [52℄. Dopovanie ná-bojom vedie v týhto vrstváh k formovaniu nehomogénnyh spinovýh a nábojovýh²truktúr. S tým súvisí aj pozorovaná fázová separáia, kde r�zne oblasti majú odli²-né nábojové/spinové usporiadanie, alebo r�znu nábojovú hustotu. Príkladom neho-mogénneho usporiadania, ktorému je venovaný enormný záujem [53℄ a na ktoré smeupozor¬ovali aj v preh©ade teoretikýh prá, je takzvané £iarové (�stripe�) spinovéalebo nábojové usporiadanie (Obr. 10). Moºnos´ existenie takýhto ²truktúr vo vyso-koteplotnýh supravodi£oh, bola predpovedaná uº v roku 1989 ²túdiom Hubbardovhomodelu [54℄ a experimentálne bola pozorovaná v zlú£enine La2−xSrxCuO4 [55℄ (�dyna-miké� £iarové usporiadania) nesk�r na La2NiO4 [56℄ (niklátový analóg supravodivýhoxidov medi) a v mnohýh ¤al²íh materiáloh.D�leºitú úlohu v ²túdiu tohto exotikého usporiadania zohrali experimentálne práeJ.M. Tranquadu a kolektívu [57℄ týkajúe sa �statikýh� analógov £iarovýh usporia-daní v La1.6−xNd0.4SrxCuO4. Autori poukázali na to, ºe £iarové nábojové a spinovéusporiadanie súperia so supravodivou fázou (£o m�ºe vies´ k potla£eniu supravodivosti24



Obrázok 10: Idealizované diagramy spinového a nábojového £iarového usporiadania v: (a) NiO2rovine dierami dopovaného La2NiO4 pre konentráiu dier nv = 1/4, (b) CuO2 rovine dierami do-povaného La2CuO4 pre konentráiu dier nv = 1/8. V oboh prípadoh sú zobrazené len atómykovov, ²ípky znázor¬ujú magnetikú orientáiu týhto atómov. Plné kruºnie reprezentujú polohudier. Obrázok pod©a [57℄.

Obrázok 11: Shématiké znázornenie usporiadania spinov v rovine CoO2 zlú£eniny NaxCoO2,vyobrazené sú len Co ióny, ²ípky reprezentujú ih magnetikú orientáiu, plné kruºnie predstavujú�neorientované� ióny. Obrázok bol spraovaný pod©a [64℄.u La2−xSrxCuO4 [55℄), ale zárove¬ s ¬ou m�ºu aj koexistova´, pri£om kritikú úlohutu zohráva kry²talogra�ká ²truktúra.Okrem £iarovýh ²truktúr vykazujú tieto oxidy aj mnoºstvo inýh fáz. Napríkladzlú£enina NaxCoO2, ktorá je supravodivá v hydratovanom stave NaxCoO2.yH2O [58℄m�ºe by´ pod©a dopovania sodíkom paramagnetikým kovom, takzvaným Curieho-Weissovým kovom, kovom v SDW fáze (�spin-density waves�), alebo izolátorom s r�z-nym nábojovým a spinovým usporiadaním [59℄, ktorého príklad je uvedený na Obr. 11.Zlú£eniny oxidov mangánu a prehodovýh kovov, ktoré vykazujú obrovskú mag-netorezisteniu vo feromagnetikej fáze, sú tieº harakteristiké bohatos´ou fázovýh25



diagramov. Ako príklad je moºné uvies´ nábojové usporiadania v Sr2−xLaxMnO3 [60℄,
Pr0.5Sr0.5MnO3 a Nd1−xSrxMnO3 [61, 62℄, kde bola pozorovaná fázová separáia, po-larónové usporiadania, ale aj usporiadania s £iarovým harakterom a iné nehomogénne²truktúry. Bohatos´ spinovýh a nábojovýh usporiadaní v týhto látkah demon²trujeaj fázový diagram La1−xCaxMnO3 v rovine teplota-konentráia x [63℄, ktorý obsahu-je paramagnetikú izolátorovú fázu, feromagnetikú kovovú oblas´, antiferomagnetikúizolátorovú oblas´, oblas´ kde je stabilná tzv. CDW (�harge-density waves�) fáza (preilustráiu Obr. 12) ako aj iné nábojové usporiadania a prehodové fázy. V zlú£enináh

Obrázok 12: Ilustra£ný obrázok CDW fázy v zlú£enine NbSe2 získaný pomoou STM (SanningTunnelling Mirosope) pri teplote 4.2K, pravý obrázok predstavuje Fourierovu trasformáiu, kdevonkaj²ie maximá pohádzajú od hexagonálnej mrieºky a vnútorné od CDW usporiadania. Obrázokbol prevzatý z [68℄ a [69℄.
(La, Ca, Bi)MnO3 sa zase predpokladá existenia ostrov£ekovitýh spinovýh ²truktúr(feromagnetiké ostrov£eky tvoriae antiferomagnetiké ²truktúry) [65℄.Problematike vz´ahu nehomogénnyh nábojovýh a £iarovýh usporiadaní s existen-iou vysokoteplotnej supravodivosti, kolosálnej magnetorezistenie [66℄ £i elektrónovýmfotoelektrikým javom [67℄ sa prirodzene venuje ve©ká pozornos´. My sa k tejto otázkeheme dosta´ v pokro£ilej²om ²tádiu ná²ho systematikého ²túdia. Zatia© sme lenna za£iatku na²ej esty a ²tudujeme mehanizmy, ktoré k formovaniu nehomogénnyh²truktúr m�ºu vies´, alebo naopak ih vzniku bránia.2.2.2 Valen£né prehody a prehody kov-izolátorTrieda materiálov ktoré vykazujú valen£né prehody a hlavne prehody kov-izolátor jeneoby£ajne ²iroká. Patria do nej r�zne zlú£eniny vzányh zemín a prehodovýh kovov,26



vysokoteplotné supravodi£e, oxidy mangánu, iné dvojdimenzionálne materiály ale i tzv.organiké kovy [50℄. Desiatky rokov ²túdia ukázali, ºe spomínané prehody m�ºu ma´r�zne prí£iny aj priebehy. Napríklad pri prehodoh kov-izolátor dohádza v r�znyh

Obrázok 13: V©avo: Fázový diagram zlú£eniny V2O3 ako funkie teploty a dopovania. �iarkovaná£iara predstavuje polohu nedopovanej zlú£eniny V2O3. Dopovanie tejto zlú£eniny prvkami T i a Crvytvára efekt pozitívneho alebo negatívneho tlaku. Vpravo: Závislos´ odporu (v logaritmikej mierke)na prevrátenej hodnote teploty zlú£eniny (TxV1−x)2O3 s konentráiou T i (postupne od a po g)
0, 0%; 1, 0%; 2, 0%; 3, 0%; 4, 0%; 4, 9%; 5, 5%. Vý²ka �skoku� v odpore sa s rastúou konentráiu
T i zmen²uje a zárove¬ sa zmen²uje aj jeho smernia. Obe obrázky boli prevzaté z práe [70℄.materiáloh k naru²eniam r�znyh symetrií (bliº²ia diskusia napríklad v [71℄), tietoprehody m�ºu by´ tak prvého druhu, kde sa otvára tzv. Mottova-Hubbardova medze-ra (T i2O3, V2O3, V O2... [72℄) alebo �nábojová� medzera (RNiO3; R = Pr, Nd, Sm, Eu[73℄), ako aj druhého druhu (R2Ir2O7; R = Nd, Sm, Eu [74℄). Pritom prehod kov-izolátor m�ºe by´ indukovaný tlakom (V2O3, NiS, SmS), teplotou (FeO4), magneti-kým po©om (InP ), dopovaním (V2−xO3) a inými mehanizmami. Na Obr. 13 v©avo jena ukáºku vynesený fázový diagram dopovanej zlú£eniny V2−xO3 zoh©ad¬ujúi vodi-vostné vlastnosti a vpravo závislos´ elektrikého odporu tejto zlú£eniny na teplote prer�zne konentráie dopantu T i.Podobná rozmanitos´ fázovýh prehodov sa pozoruje aj pri valen£nýh preho-doh. Napríklad valen£né prehody v zlú£enine Y bIn1−xAgxCu4, m�ºu by´ prvého ajdruhého druhu, pod©a konentráie In [75℄ (Obr. 14). Podobne, experimentálne práena zlú£enine SmB6 ukázali, ºe nahrádzanie iónov samária nemagnetikými divalent-27



Obrázok 14: Obsadenos´ 4f orbitálov zlú£eniny Y bIn1−xAgxCu4 ako funkia teploty pre r�zne kon-entráie x. Symboly a plné £iary tu predstavujú experimentálne výsledky získané r�znymi metódamia £iarkovaná £iara reprezentuje �t Andersonovým modelom. Podrobnosti je moºné nájs´ v prái [75℄,z ktorej je tento obrázok prevzatý.nými iónmi, ako sú napríklad ióny Sr2+, Y b2+ vedie k nárastu priemernej samáriovejvalen£nosti a naopak trivalentné substitúie ako sú Y 3+, La3+ vedú k jej poklesu [76℄.Výrazný vplyv na valen£nos´ má aj deformáia mrieºky SmB6 ako aj existenia va-kanií (ohudobnenie o ióny samária) v tejto zlú£enine [77℄.O experimentálnom a teoretikom ²túdiu valen£nýh prehodov v silne korelovanýhsystémoh sa dá via dozvedie´ z bohatého mnoºstva preh©adovýh prá, ako je na-príklad star²ia práa Lawrena [78℄, alebo aktuálnej²í preh©ad o tlakom indukovanýhprehodoh [79℄. Podobne prehodom kov-izolátor bola venovaná napríklad preh©adovápráa [71℄ a súhrn oh©adom prehodov v dvojdimenzionálnyh ²truktúrah [80℄.
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3 MetódyPri teoretikom ²túdiu vlastností základného stavu a termodynamikýh vlastnostír�znyh modelov, slúºiaih na popis silne korelovanýh elektrónovýh systémov, smepouºívali viaeré metódy. Predov²etkým i²lo o r�zne exaktné a aproximatívne nume-riké metódy. Exaktnými numerikými metódami sa ozna£ujú tie metódy, pri ktorýhpouºití nie je potrebné uvaºova´ ºiadnu aproximáiu a výsledky sú za´aºené len hybou,ktorá súvisí s numerikou presnos´ou pouºitou pri výpo£te veli£ín. Medzi aproxima-tívne metódy, ktoré sme pri na²om ²túdiu vyuºívali patria pribliºné metódy postavenéna prinípoh exaktnýh numerikýh metód, r�zne optimaliza£né algoritmy a metódytypu Monte Carlo. Tie metódy, ktoré boli pre na²u práu najd�leºitej²ie sme popísaliv nasledujúih podkapitoláh.3.1 Exaktná numeriká diagonalizáiaJednou z najv²eobenej²íh exaktnýh numerikýh metód, ktorú je moºné pouºi´ na²túdium základného stavu aj termodynamikýh vlastností vä£²iny modelov je exakt-ná numeriká diagonalizáia. Pri pouºití exaktnej numerikej diagonalizáie súbázové stavy Hilbertovho priestou (Fokovho priestoru v prípade, ºe nie je �xovanýpo£et £astí) hamiltoniánu H pouºité na prepísanie hamiltoniánu do matiového tvaru
H. Ak i a j £íslujú bázové vektory, potom má hamiltonián v matiovom tvare prvky
Hij = 〈i|H |j〉. Vo v²eobenosti platí:

H |j〉 = α1 |1〉+ α2 |2〉 . . . , (3.6)kde α1 sú funkiami parametrov modelu. Ke¤ºe bázové stavy sú ortogonálne, tak prezadané hodnoty parametrov sú prvky Hij uº len £ísla a preto je moºné vlastné hodnotya im prislúhajúe vlastné vektory |φi〉 matie H získa´ numerikou diagonalizáiou1.Neh matia U je zloºená z vlastnýh vektorov matie H. Potom stredné hodnoty©ubovo©ného operátora A prislúhajúe vlastnému stavu n, je moºné získa´ prevedením1Vlastné hodnoty matie H je samozrejme moºné získa´ aj analytikými metódami, pre vä£²inusystémov je to ale problém o nieko©ko rádov ´aº²í ako numeriká diagonalizáia.29



operátora do matiového tvaru A (rovnako ako v prípade operátora H) a nasledovnouoperáiou:
〈φn| A |φn〉 =

[

U
†
A U

]

nn
, (3.7)kde n £ísluje vlastné stavy matie H a matia U

† je hermitovsky zdruºená s mati-ou U (transponovaná ak U je reálna). Výhodou exaktnej numerikej diagonalizáieje jej v²eobenos´, nevýhodou je jej výpo£tová náro£nos´, hlavne nároky na opera£núpamä´ po£íta£a. Napríklad v prípade Hubbardovho modelu (2.2), £o je jeden z naj-jednoduh²íh modelov pouºívanýh na popis silne korelovanýh systémov, je nutnédiagonalizova´ matiu o ve©kosti 4L×4L, kde L je po£et mrieºkovýh pol�h. Toto £ísloje v niektorýh prípadoh moºné výrazne zmen²i´ pouºitím viaerýh trikov. Napríkladjednoduhé zoradenie bázovýh stavov pod©a po£tu £astí, rozdelí problém na L + 1matí o rozmeroh (L
N

), kde N je po£et £astí, alebo je moºné vyuºi´ symetrie hamil-toniánu na vyselektovanie opakujúih sa stavov. Napriek týmto moºnostiam exaktnádiagonalizáia £asto neumoº¬uje praova´ s tak ve©kými mrieºkami, aby bolo moºné zvýsledkov extrapolova´ vlastnosti pre nekone£nú mrieºku. Ak sa ²túdium obmedzujena základný stav, alebo je nutné spo£íta´ len nieko©ko exitovanýh stavov, je moºnéza ú£elom zvä£²enia dostupnýh mrieºok pouºi´ Lanzosovu metódu.3.2 Lanzosova metódaZákladnou my²lienkou Lanzosovej metódy je, ºe je moºne skon²truova´ takú ²peiálnubázu v ktorej bude ma´ hamiltonián H tvar trojdiagonálnej matie
H =
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nasledovným postupom: Po prvé je nutné vybra´ ²tartovaí vektor |φ0〉 z Hilbertovhopriestoru ²tudovaného systému, ktorý má nenulový prekryv s vektorom základného30



stavu. Najjednoduh²í sp�sob ako získa´ vektor sp¨¬ajúi túto podmienku je poloºi´ho rovný lineárnej kombináii vektorov bázy s náhodnými koe�ientami α:
|φ0〉 =

∑

i

αi |i〉 . (3.8)Pomoou ²tartovaieho vektora sa zostrojí vektor |φ1〉 ako:
|φ1〉 = H|φ0〉 − a0|φ0〉 (3.9)a poºaduje sa ortogonálnos´ 〈φ0|φ1〉 = 0. Po priamom dosadení tak pre a0 dostávame:

a0 =
〈φ0|H|φ0〉
〈φ0|φ0〉

. (3.10)Pomoou vektorov |φ0〉 a |φ1〉 sa skon²truuje tretí vektor:
|φ2〉 = H|φ1〉 − a1|φ1〉 − b1|φ0〉, (3.11)a poºadujeme jeho ortogonálnos´ s predhádzajúimi vektormi. Pri tvorbe ¤al²íhvektorov sa postupuje rekurzívne pod©a:

|φn+1〉 = H|φn〉 − an|φn〉 − bn|φn−1〉, (3.12)z ortogonálnosti tvorenýh vektorov dostávame pre £leny matie H vz´ahy:
an =

〈φn|H|φn〉
〈φn|φn〉

, bn+1 =
〈φn+1|φn+1〉
〈φn|φn〉

. (3.13)Matiu H je uº moºne diagonalizova´ ²tandardnými algoritmami a získa´ tak energe-tiké spektrum. Nie je v²ak nutné skon²truova´ elú matiu (4L × 4L pre Hubbardovmodel). Kaºdá iteráia (3.12-3.13) zvä£²uje matiu H o jeden riadok a st¨pe. Diago-nalizáiou tejto neúplnej matie dostávame s kaºdou ¤al²ou iteráiou stále presnej²ievýrazy pre vlastné hodnoty (od najniº²ej postupne po najvy²²iu). Výhodou Lan-zosovej metódy je, ºe na získanie dostato£ne presnýh informáií o základnom stave31



skúmaného modelu je potrebnýh len málo iteráií (typiky menej ako sto iteráií preHubbardov model na mrieºkah do ve©kosti L = 20). Stredné hodnoty ©ubovo©néhooperátora A prislúhajúeho vlastnému stavu ϕα je moºné získa´ pomoou vlastnýhvektorov ϕm neúplnej matie H (kde m je elkový po£et iteráií a teda aj rozmerneúplnej matie H) a vektorov |φn〉:
〈ϕα| A |ϕα〉 =

m
∑

n=1

〈φnϕm
αn| A |ϕm

αnφn〉 . (3.14)Pre ©ubovo©ný operátor platí, ºe v prípade malého po£tu iteráií budú takto nadobud-nuté vlastné hodnoty korektné len pre nieko©ko najniº²íh vlastnýh stavov. Zo vz´ahu(3.14) je zrejmé, ºe do výpo£tu strednýh hodn�t vstupujú v²etky vektory |φn〉. Akv²ak bol ná² ²tartovaní vektor lineárnou kombináiu v²etkýh vektorov bázy, tak priodkladaní vektorov |φn〉 m�ºeme rýhlo narazi´ na nedostatok pamäte. �asto je pre-to výhodnej²ie elý proes generovania vektorov |φn〉 zopakova´ pri výpo£te strednýhhodn�t. Takto je potrebné uhováva´ v pamäti len vektory |φn〉 a |φn−1〉 z ktorýh jegenerovaný vektor |φn+1〉. Napriek nárokom na pamä´ sa v prípade, ke¤ je potrebnéur£i´ aj exitované stavy, odporú£a v proese generovania matie H odklada´ v²et-ky vektory |φn〉. D�vodom je istá numeriká nestabilita Lanzosovej metódy, ktoráv niektorýh prípadoh vedie k tomu, ºe vektory |φn〉 nie sú ortogonálne so v²etký-mi predhádzajúimi vektormi. To sa pri výpo£te strednýh hodn�t prejaví tak, ºevy²²ie energetiké stavy m�ºu s nárastom iteráií skolabova´ na niº²ie aj ke¤ systémnie je degenerovaný [81℄. Túto numerikú nestabilitu je moºné o²etri´ tým, ºe kaºdývektor |φn〉 je v proese generovania matie H opravený o hybu ktorá vedie k od-hýlkam od ortogonálnosti nasledovným postupom: pre j = 1 aº po j= n− 1 opakuj:1. q = 〈φj|φn〉; 2. |φn〉 ← (|φn〉 − q|φj〉)/q. Aj takto upravená Lanzosova metódav²ak umoº¬uje len ²túdium základného stavu a ve©mi nízkyh tepl�t. Navia, aj ke¤ jeLanzosovou metódou moºné dosiahnu´ podstatne vä£²ie mrieºky ako exaktnou nume-rikou diagonalizáiou, stále nemusia by´ dosta£ujúe na spo©ahlivý popis základnéhostavu v termodynamikej limite.
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3.3 Metóda kanonikýh transformáiíExaktná diagonalizáia je metóda, ktorá je pouºite©ná na ²iroké spektrum problémov.V prípade modelu Faliova-Kimballa, kde sa neuvaºuje hubbardovská interakia (aleboje nekone£ná), sme vyuºívali efektívnej²ie numeriké metódy, ktorýh základom je me-tóda kanonikýh transformáií (MKT) [82℄2. Pre jednoduhos´ sa pri popise tejto me-tódy aj metód na ¬u nadväzujúih obmedzíme na konven£ný model Faliova-Kimballa(2.3), kde Ef = 0. Operátor po£tu f elektrónov v tomto modeli (a vo v²etkýh uva-ºovanýh modi�káiáh) komutuje s elkovým hamiltoniánom. Preto je operátor f+
i fimoºné nahradi´ reálnou premennou wi nadobúdajúou len dva stavy, 0 ak je f orbitálv i-tom mrieºkovom bode prázdny a 1 ak je obsadený. Postupnos´ obsadzovaíh £ísel

w = {w1, w2, ...., wL} nazývame kon�guráiou f elektrónov. Hamiltonián (2.3) (pre
Ef = 0) prejde na tvar

H =
∑

ij

hij(w)d+
i dj , (3.15)kde hij(w) = ti,j + Uδijwi. Matia h je hermitovská (hij(w) = h†

ij(w)). Základomkanonikej transformáie je previes´ operátory d+
i a dj pomoou unitárnej matie U nanové operátory:

d̃α
+

=
∑

i

U †
αid

+
i d̃β =

∑

j

Uβjdj (3.16)pre ktoré platia rovnaké komuta£né vz´ahy ako pre operátory di, d+
i :

d+
i d+

j + d+
j d+

i = 0,

d+
i dj + djd

+
i = δij, (3.17)

didj + djdi = 0,a zárove¬:
Nd =

L
∑

i=1

d+
i di =

L
∑

α=1

d̃+
α d̃α. (3.18)2Vä£²ina tejto podkapitoly bola spraovaná pod©a itovaného zdroja33



Navia poºadujeme, aby mal hamiltonián (3.15) po prevedení transformáie diagonálnytvar:
H =

∑

ijαβ

hij(w)U †
iαUjβd̃

+
α d̃β =

∑

α

εα(w)d̃+
α d̃α. (3.19)Je zrejmé, ºe rovnia (3.19) je splnená ak platí podmienka:

∑

ij

hijU †
iαUjβ = εαδαβ , (3.20)ktorú moºno pri vyuºití podmienok unitárnosti matie U prepísa´ na tvar:

∑

j

(hij − εαδij)Uαj = 0. (3.21)Rovnia (3.21) znamená, ºe na prepísanie hamiltoniánu (3.15) do diagonálneho tvaru,posta£uje nájs´ vlastné hodnoty matie h a im prislúhajúe vlastné vektory, ktorétvoria unitárnu matiu U . To je moºné urobi´ numerikou diagonalizáiou. Pomo-ou matie U sa potom dajú vyjadri´ základne korela£ne funkie pre d elektrónovýpodsystém napr.:
〈

nd
i

〉

w
=

∑

α≤αF

U+
iαUαi, (3.22)

〈

d+
i dj

〉

w
=

∑

α≤αF

U+
iαUαj , (3.23)

〈

nd
i n

d
j

〉

w
=

∑

α≤αF

U+
iαUαi

∑

α≤αF

U+
jαUαj −

∣

∣

∣

∣

∣

∑

α≤αF

U+
iαUαj

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (3.24)Vo vz´ahoh (3.22)-(3.24) sa predpokladá, ºe vlastné vektory tvoriae matiu U , sú zo-radené vzostupne pod©a im prislúhajúih vlastnýh hodn�t. �íslo αF potom ozna£ujeFermiho hladinu. Pre konven£ný model Faliova-Kimballa αF = Nd.3.4 Exaktná diagonalizáia na malýh klástrohZo vz´ahov (3.18) a (3.19) je zrejmé, ºe najniº²ia energia prislúhajúa konkrétnejkon�guráií w, je sú£tom Nd najniº²íh vlastnýh hodn�t ε(w) matie h (3.15), ktoré34



sú obsadzované d̃ elektrónmi. Ur£enie základného stavu vyuºitím metódy kanoni-kýh transformáií sa preto redukuje na ur£enie vlastnýh hodn�t matie h pre zada-nú kon�guráiu w a následné stanovenie kon�guráie, ktorej zodpovedá elkové mini-mum energie. V prípade, ºe je v systéme �xovaný elkový po£et £astí podmienkou
Nf +Nd = kon². tak nájdenie kon�guráie základného stavu pre zadané parametre U a
Ef znamená automatiky aj ur£enie f elektrónovej obsadenosti, £o umoº¬uje ²túdiumvalen£nýh prehodov (parameter Ef m�ºe modelova´ napríklad vplyv vonkaj²ieho tla-ku). Vzh©adom na to, ºe Ef nevstupuje priamo do matie h je pri ²túdiu valen£nýhprehodov výhodnej²ie postupova´ opa£ne. Teda najprv nájs´ kon�guráie s najniº²ouenergiou Emin(Nf) pre kaºdú moºnú f -elektrónovú obsadenos´ na danej mrieºke, na-príklad pre L = 10 nájs´ jedenás´ najniº²íh energií pre Nf = 0, 1, 2...10, a následne nazáklade elkovej energie E = Emin(Nf)+EfNf vybra´ z tejto n-tie také Nf (a teda ajkon�guráiu) ktorej prislúha elkové minimum energie pri danýh parametroh. Na-via pomoou energetikého spektra matie h prislúhajúej kon�guráii základnéhostavu je moºné systém harakterizova´ ako izolátor, ak je v termodynamikej limite(L → ∞) rozdiel energií medzi prvou neobsadenou hladinou v spektre εNd+1(wmin) aFermiho hladinou εNd

(wmin) nenulový a ako kov v opa£nom prípade.Nájs´ kon�guráiu základného stavu je moºné viaerými metódami. Ak sú pri h©a-daní kon�guráie základného stavu pre²etrené v²etky moºné kon�guráie w, hovorímeo metóde exaktnej diagonalizáie na malýh klástroh. Táto metóda sa odmetódy popísanej v podkapitole (3.1) lí²i zásadne. Kým pri exaktnej diagonalizaiíby bolo pre model Faliova-Kimballa potrebné diagonalizova´ jednu matiu ve©kosti
4L × 4L, tak pri exaktnej diagonalizáii na malýh klástroh je potrebné diagonalizo-va´ 2L matí ve©kosti L× L. Za pouºitie exaktnej diagonalizáie na malýh klástrohhovorí men²ia náro£nos´ na opera£nú pamä´, shopnos´ dosiahnu´ vä£²ie mrieºky, jed-noduh²ie vyuºívanie symetrií modelu na redukiu kon�gura£ného priestoru a hlavnepodstatne jednoduh²ia paralelizáia. Av²ak aj jej náro£nos´ na výpo£tové prostriedkynarastá exponeniálne s ve©kos´ou systému, £o znemoº¬uje jej pouºitie na dostato£neve©kýh mrieºkah. Je to v²ak ideálna metóda pri ²túdiu modelu Faliova-Kimballa namalýh mrieºkah, ktorá navia slúºi ako etalón pri pouºití aproximatívnyh metód.35



3.5 Aproximatívna metóda na ²túdium základného stavu mo-delu Faliova-KimballaMetóda exaktnej numerikej diagonalizáie na malýh klástroh sa stala základom predobre kontrolovate©nú aproximatívnu numerikú metódu [21℄. Pri jej pouºitína ur£enie základného stavu (alebo blízkeho stavu) nie je potrebné preskúma´ v²etkymoºné f elektrónové kon�guráie a tak umoº¬uje ²túdium na podstatne vä£²íh mrieº-kah. Jej priníp spo£íva v nasledujúom algoritme. Pre skúmané hodnoty parametrov(i) vybra´ skusmú kon�guráiu lokalizovanýh elektrónov w = {w1, w2, . . . , wL},(ii) nájs´ vlastné hodnoty εα matie h(w) (3.19)(iii) pre dané Nd stanovi´ najniº²iu energiu vybranej kon�guráie Emin(w), zaplnenímnajniº²íh hladín energetikého spektra ε itinerantnými elektrónmi,(iv) z kon�guráie w generova´ novú kon�guráiu w náhodným výberom elektrónu ajeho presunom na náhodne vybranú neobsadenú pozíiu,(v) ur£i´ energiu Emin(w). Ak Emin(w) < Emin(w) potom akeptova´ novú skusmúkon�guráiu s niº²ou energiou, teda priradi´ w = w.(vi) body (iv) aº (v) opakova´, kým nie je splnená vybraná konvergen£ná podmienka.Ide teda o horolezeký algoritmus, ktorý je pre konkrétny problém upravovaný viaerý-mi pravidlami umoº¬ujúimi obhádza´ lokálne minimá a zrýh©ujúimi konvergeniu,napríklad presúvaním viaerýh elektrónov, pouºitím viaerýh nezávislýh ²tartova-íh kon�guráií a podobne.3.6 Metóda kanonikýh transformáií a termodynamiké vlast-nosti modelu Faliova-KimballaMetóda kanonikýh transformáií sa ukázala ako ve©mi uºito£ná aj pri ²túdiu termo-dynamikýh vlastností modelu Faliova-Kimballa. Grand-kanonikú ²tatistikú sumu36



konven£ného modelu Faliova-Kimballa je moºne vyjadri´ ako funkiu vlastnýh hod-n�t εi matie h(w) (3.15) závislej od f elektrónovej kon�guráie w:
Ξ =

∑

{w}
e−β[(Ef−µ)Nf ]

∏

i

(

1 + e−β(εi−µ)
)

, (3.25)kde β = 1
τ
, τ = kBT/t, µ je hemiký poteniál a sumáia je ez v²etky f elektrónovékon�guráie. Zo ²tatistikej sumy je moºne následne vyjadri´ termodynamiké veli£iny,ako napríklad stredný po£et £astí a vnútornú energiu:

N = τ
∂

∂µ
ln Ξ, E = −(

∂

∂β
ln Ξ + µN), (3.26)Grand-kanoniký súbor je pri ²túdiu termodynamiky modelu Faliova-Kimball £astouprednost¬ovaný pred kanonikým súborom. D�vodom je jeho rýhlej²ia konvergeniak termodynamikej limite, pretoºe je menej za´aºený efektami kone£nej mrieºky. Tejtovlastnosti sa budeme podrobnej²ie venova´ v £asti s výsledkami, lebo bola £iasto£nepredmetom ná²ho ²túdia. Jeho nevýhodou je, ºe vo v²eobenosti treba pre kaºdú teplo-tu ur£i´ hemiký poteniál, £o zaberá podstatnú £as´ numerikýh výpo£tov. Rovnakoako v prípade základného stavu, tak aj pri ²túdiu termodynamikýh vlastností modeluFaliova-Kimbala naráºame na problém, ºe exaktné ²túdium (pouºijú v²etky moºnékon�guráie) je praktiky realizovate©né len na relatívne malýh mrieºkah. Jednou zmoºností ako dosiahnu´ vä£²ie mrieºky je pouºitie Monte Carlo metód.3.7 Grand-kanoniké Monte CarloTo ºe sú f elektróny v modeli Faliova-Kimballa lokalizované, spolu s metódou ka-nonikýh transformáií umoº¬uje pri jeho ²túdiu pouºi´ klasiké vzorkovanie (proesakým sa vyberajú stavy zarátané pri po£ítaní strednýh hodn�t) a vyhnú´ sa pouºitiukvantového Monte-Carla. Klasiké Monte Carlo metódy upravené pre model Faliova-Kimballa a z neho odvodené modely, vyhádzajú z Metropolisovho-Hastingsovho al-goritmu [83℄ Pri popise klasikého grand-kanonikého Monte Carla sa obmedzíme nasymetriký prípad, kde sa zahováva tzv. £astiová-dierová symetria, kde je �xovaný37



hemiký poteniál (pre konven£ný model Faliova-Kimballa µ = U/2). Len výnimo£-ne sa táto metóda pouºíva aj mimo symetrikého prípadu, pretoºe dostato£ne presnéur£enie hemikého poteniálu pre poºadovaný po£et £astí, je výpo£tovo extrémnenáro£né, porovnate©né s exaktnými výpo£tami.V prípade grand-kanonikého Monte Carla pre model Faliova-Kimbala slúºi akováhovaia funkia takzvaná elektrónová vo©ná energia [31℄:
F (w) = (Ef − µ)Nf −

1

β

∑

i

ln(1 + e−β(ǫi−µ)). (3.27)Ide o veli£inu ktorá je dobre de�novaná len pre zadanú kon�guráiu f elektrónov.Shému algoritmu pre konven£ný model je moºné popísa´ nasledovne:(i) vybra´ skusmú kon�guráiu lokalizovanýh elektrónov w = {w1, w2, . . . , wL},(ii) nájs´ vlastné hodnoty εi matie h(w) a ur£i´ elektrónovú vo©nú energiu F (w)(iii) náhodne vybra´ mrieºkovú polohu x a generova´ skusmú kon�guráiu w, kde
wi = 1− wi ak i = x a wi = wi pre ostatné polohy,(iv) ur£i´ elektrónovú vo©nú energiu F (w) a rozdiel δF = F (w)− F (w),(v) ak δF ≤ 0, potom je nový stav energetiky výhodnej²í (alebo rovnoenný) pretozmeni´ w = w a F (w) = F (w), inak generuj náhodne £íslo η z uniformnéhorozdelenia na intervale 〈0, 1〉 a ak: e−βδF > η potom tieº akeptuj nový stav
w = w a F (w) = F (w).(vi) kroky (iii)-(v) opakova´ po elú dobu termalizáie.Po ukon£ení termalizáie (typiky 3× 104 Monte Carlo krokov) pokra£ova´ v iterovaníspolu s generovaním potrebnýh dát (104 aº 105 Monte Carlo krokov na mrieºkovú polo-hu). Takéto vzorkovanie sp¨¬a podmienku detailnej rovnováhy, teda ºe v rovnováºnomstave (po ukon£ení termalizáie) je zmena v smere w → w rovnako pravdepodobnáako zmena v opa£nom smere. Rovnako je splnená aj podmienka ergodiity, teda ºe jeprinipiálne moºné dosiahnu´ takýmto vzorkovaním kaºdý prípustný stav systému. Tu38



je potrebné upozorni´, ºe aj ke¤ je vzorkovanie klasiké, v kaºdom Monte Carlo krokusa rie²i kvantový problém metódou kanonikej transformáie (pomoou diagonalizáiena malýh klástroh).Pouºitie grankanonikého súboru priná²a okrem potreby presne stanovi´ hemikýpoteniál e²te jednu komplikáiu. Vz´ahy pre výpo£et niektorýh veli£ín majú po-merne komplikovaný tvar. Napríklad tepelnú kapaitu, pre kon²tantný po£et £astí akon²tantný objem je potrebné odvodi´ z nasledujúeho vz´ahu:
CV,N =

(

∂ (E − µN)

∂T

)

V,µ

− T

(

∂N
∂T

)2

µ
(

∂N
∂µ

)

T

, (3.28)kde E je vnútorná energia. Aplikovaním vz´ahu (3.28) na konven£ný model Faliova-Kimballa a pouºitím �uktua£ného-disipa£ného teorému ([84℄) dostávame vz´ah prevýpo£et tepelnej kapaity vhodný pre metódu Monte Carlo:
CV,N =

kBβ2

L

(

〈

E2
〉

− 〈E〉2 + µ [〈E〉 〈N〉 − 〈EN〉] +

〈

∑

i

ǫi (ǫi − µ)

eβ(ǫi−µ) + e−β(ǫi−µ) + 2

〉)

,(3.29)kde zátvorky 〈〉 znamenajú termodynamikú strednú hodnotu a t = 1. Pri pouºitísprávneho vzorkovania pre metódy Monte Carlo platí:
〈A〉 ∼ Ã =

1

m

m
∑

i=1

Ai, (3.30)kde m je po£et meraní. �tatistiká hyba ktorá sprevádza takto ur£ené stredné hodnotyje pribliºne úmerná ∼ 1√
m

[84℄. V ¤al²om texte pre jednoduhos´ stotoºníme zna£enie
〈A〉 ≡ Ã.3.8 Kanoniké Monte CarloPri ²túdiu viaerýh otázok týkajúih sa modelu Faliova-Kimballa, ako napríklad £imodel dokáºe popísa´ teplotou indukovaný nespojitý prehod kov-izolátor, je potrebnéopusti´ symetriký prípad. Grankanoniké Monte Carlo, popísané v predhádzajúej39



podkapitole, pritom nie je ideálnou metódou na ²túdium nesymetrikého prípadu ato z d�vodu teplotne závislého hemikého poteniálu. Potreba zbavi´ sa výpo£tovonáro£ného ur£ovania hemikého poteniálu nás viedla k vypraovaniu jednoduhéhokanonikého Monte Carla pre model Faliova-Kimballa. Jeho základom je metódakanonikýh transformáií pouºitá pre kanoniký súbor. Rovnako ako v predhádzajú-om prípade, aj tu pouºijeme na jej popis konven£ný model Faliova-Kimballa (3.15).Metóda vyhádza z kanonikej ²tatistikej sumy:
Z =

∑

{wf}

e−βEf Nf

∑

{wε}
e−β

P

i εiw
ε
i , (3.31)kde {wf} znamená sú£et ez v²etky prípustné f -elektrónové kon�guráie a {wε} sú£etez v²etky prípustné kombináie obsadenosti jedno-elektrónovýh stavov ε. Premen-ná wε

i je teda klasiká veli£ina nadobúdajúa hodnotu 1 ak je energetiká hladina εiobsadená a 0 v opa£nom prípade. Pre zjednodu²enie textu budeme aj wε nazýva´ kon-�guráiou a predpoklada´, ºe energetiké hladiny εi sú vºdy zoradené vzostupne. Zkanonikej sumy (3.31) v tvare
Z =

∑

{wf},{wε}

e−β(Ef Nf +
P

i εiwε
i ) (3.32)ako aj zo strednej hodnoty energie:

〈E〉 =
1

Z

∑

{wf},{wε}

(EfNf +
∑

i

εiw
ε
i )e

−β(Ef Nf +
P

i εiw
ε
i ), (3.33)je zrejmé, ºe na vzorkovanie klasikýh kon�guráií wf a wε je moºné pouºi´ metóduMonte Carlo s elkovou váhou

X = e−β(Ef Nf+
P

i εiw
ε
i )/Z. (3.34)Samotná simuláia za£ína z náhodnýh kon�guráií wf , wε a ih vzorkovanie pre-bieha formálne tromi r�znymi sp�sobmi. Prvý je moºne pouºi´ len za podmienky40



N = Nf + Nd, ke¤ je za�xovaný elkový po£et elektrónov N , ale po£et f elektrónov
Nf (a teda aj d elektrónov Nd) sa m�ºe meni´. Takáto podmienka sa pouºíva napríkladpri ²túdiu valen£nýh prehodov. Potom skusmé kon�guráie wf ,wε, z aktuálnyh wf ,
wε vygenerujeme následovne: Skopírujeme aktuálne kon�guráie wf = wf , wε = wε anáhodne vyberieme jednu mrieºkovú polohu i:Ak wf

i = 1 potom:(i) zme¬ wf
i = 0 (to zodpovedá zníºeniu po£tu f -elektrónov o jeden),(ii) náhodne vyber jednu z neobsadenýh energetikýh hladín wε

j = 0 a zme¬ wε
j = 1(to zodpovedá zvý²eniu po£tu d elektrónov o jeden a elkový po£et elektrónov Nostáva po tomto kroku zahovaný),(iii) s pravdepodobnos´ou min

{

1, X
X

L−Nd

Nd+1

}, kde X je váha pri pouºití kon�guráií
wf ,wε a L je ve©kos´ mrieºky príjmi tieto kon�guráie ako nové kon�guráie.Ak wf
i = 0 potom:(i) zme¬ wf = 1 (to zodpovedá zvý²eniu po£tu f -elektrónov o jeden),(ii) náhodne vyber jednu z obsadenýh energetikýh hladín wε

j = 1 a zme¬ wε
j = 0(to zodpovedá zníºeniu po£tu d elektrónov o jeden),(iii) s pravdepodobnos´ou min

{

1, X
X

Nd

L−(Nd−1)

} príjmi kon�guráie wf ,wε ako novékon�guráie v Markovovskej retiazke.Prítomnos´ zlomkov L−Nd

Nd+1
(resp. Nd

L−(Nd−1)
) v pravdepodobnostiah, pri akeptovaníalebo zamietnutí vygenerovanýh kon�guráií odráºa fakt, ºe existuje L − Nd (resp.

Nd) moºností ako vybra´ wε
j pri generovaní wε → wε, ale Nd + 1 (resp. L− (Nd − 1))moºností v opa£nom smere wε → wε. Takáto modi�káia je teda potrebná, aby bolazahovaná detailná rovnováha.Takýmto sp�sobom vzorkovania je v prinípe moºné dosiahnu´ kaºdú kon�guráiua teda prvý typ generovania novýh kon�guráií sám o sebe sp¨¬a podmienku ergodi-ity pre prípad N = Nf + Nd. Lenºe v niektorýh prípadoh je pomer akeptovanýhkon�guráií k zamietnutým príli² malý, £o spoma©uje elkovú simuláiu (malý pomer si41



vyºaduje ve©a Monte Carlo krokov). Navia tento sp�sob vzorkovania nemoºno pouºi´v prípade ke¤ Nf =kon²., Nd =kon². (model v interpretáií kde f £astie sú klasikéióny ). Z týhto d�vodov pouºívame pri vzorkovaní ¤al²ie dve sp�soby, ktoré pone-hávajú kon²tantné Nf aj Nd. V druhom (v elkovom poradí) sp�sobe je skú²obnákon�guráia wf vygenerovaná presunutím náhodne vybraného f elektrónu na náhod-ne vybranú neobsadenú polohu. V tre´om je skú²obná kon�guráia wε vygenerovanátak, ºe náhodne vybraná obsadená hladina (wε
j = 1) je zmenená na neobsadenú azárove¬ náhodne vybraná neobsadená hladina je zmenená na obsadenú. Pri tre´omtype sa f elektrónová kon�guráia nemení, £o znamená ºe si nevyºaduje previes´ dia-gonalizáiu a teda je to najrýhlej²í typ. V druhom aj tre´om type je Metropolisovéakepta£né kritérium min

{

1, X
X

} a spolu sp¨¬ajú podmienku ergodiity pre prípad
Nf =kon²., Nd=kon².. V prípade N = Nf +Nd hovoríme o jednom Monte Carlo krokuvtedy, ke¤ boli prevedené v²etky tri sp�soby, navia z d�vodu lep²ej konvergenie jeefektívnej²ie pouºi´ v jednom kroku hne¤ nieko©ko vzorkovaní tretieho typu (typiky
min {Nd, L−Nd}).�al²ou z výhod kanonikého Monte Carla v porovnaní s grand-kanonikým MonteCarlom je aj jednoduhé vyjadrenie viaerýh veli£ín. Napríklad tepelnú kapaitupouºitím �uktua£ného-disipa£ného teorému je moºne vyjadri´ ako:

C =
kBβ2

L

(〈

E2
〉

− 〈E〉2
)

, (3.35)£o je nepomerne jednoduh²ie v porovnaní so vz´ahom (3.29). To znamená, ºe nie jenutné po£íta´ to©ko r�znyh strednýh hodn�t. Priamemu porovnaniu grankanonikéhoa kanonikého Monte Carla sa budeme venova´ v Kapitole 4.2.2.Formalizmus kanonikého Monte Carla je moºné pouºi´ aj pri h©adaní základnéhostavu, vyuºijú takzvané simulované ºíhanie [85℄. Najniº²ia energia prislúhajúakon�guráií wf je:
E(wf) = EfNf +

Nd
∑

i=1

εi, (3.36)ke¤ v pravdepodobnostiah, ktoré rozhodujú o akeptovaní £i neakeptovaní novej42



kon�guráie, zameníme:
X

X
→ e−β(E(wf )−E(wf )), (3.37)tak spolu s tu predstaveným vzorkovaním (bez tretieho typu) dostávame pri postupnomzniºovaní teploty efektívny nástroj na h©adanie kon�guráie základného stavu. Jehovýhodou je, ºe v proese termalizáie sú s jednoduho de�novanou pravdepodobnos-´ou prijímané aj kon�guráie s vy²²ou energiou, £o pomáha pri obhádzaní lokálnyhminím.Monte Carlo metódy, tak ako aj ostatné doteraz predstavené metódy, praujú na ko-ne£nýh mrieºkah. Výsledky sú preto za´aºené takzvanými efektami kone£nej mrieºky.Vo vä£²ine prípadoh nás zaujíma termodynamiká limita, teda výsledky, ktoré zod-povedajú limite L → ∞. Hodnoty v termodynamikej limite je moºné extrapolova´z kone£nýh mrieºok pouºitím ²kálovania, teda vyhodnotením zmien veli£iny s rastú-ou mrieºkou. Ideálna situáia nastáva, ak je moºné pouºi´ tak ve©ké mrieºky, ºe saskúmaná veli£ina s rastúou mrieºkou nemení. To indikuje, ºe efekty mrieºky sú za-nedbate©né a teda je moºné stotoºni´ hodnoty získané na kone£nej mrieºke s limitou

L → ∞. Kritikou oblas´ou v ²túdiu na kone£nýh mrieºkah je analýza výsledkov vblízkom okolí fázovýh prehodov. Základným problémom ²túdia fázovýh prehodovje fakt, ºe termodynamiké veli£iny majú na kone£nýh mrieºkah aj v oblasti fázovéhoprehodu hladký (spojitý) priebeh. Preto vzniká problém nielen pri ur£ení kritikýhhodn�t parametrov (napríklad kritikej teploty), ale náro£né je aj rozlí²i´ £i p�jde vtermodynamikej limite o fázový prehod prvého druhu, alebo spojitý fázový prehod.Za ú£elom identi�káie druhu fázového prehodu bolo rozpraovanýh viaero metód.Vä£²ina z nih je postavená na známyh ²kálovaíh zákonov pre kritiké teploty [84℄,ktoré v ideálnom prípade umoº¬ujú pomoou kritikýh indexov identi�kova´ aj trie-du univerzality. To nie je prípad modelu Faliova-Kimballa, kde náro£nos´ výpo£tovnateraz pre vä£²inu parametrov neumoº¬uje dosiahnu´ dostato£ne ve©ké mrieºky naspo©ahlivé ur£enie kritikýh indexov, £o ale neznamená, ºe nie je moºné identi�kova´fázový prehod. V symetrikom prípade modelu Faliova-Kimbala sa nám za ú£elomidenti�káie fázového prehodu osved£ila takzvaná metóda Binderovýh kumulantov.Metóda vyuºíva to, ºe stredné hodnoty r�znyh monín termodynamikýh veli£ín43



majú r�zne ²kálovaie funkie, teda konvergujú k termodynamikej limite rozli£nýmsp�sobom. Pomoou strednej hodnoty druhej a ²tvrtej moniny parametra usporiada-nia ν (parameter usporiadania je veli£ina, ktorá je nulová nad fázovým prehodom anenulová pod ním) je moºné zade�nova´ Binderov kumulant ²tvrtého rádu:
B(L, τ) = 1− 〈ν(L, τ)4〉

3 〈ν(L, τ)2〉2
. (3.38)Dá sa ukáza´, ºe pre takto de�novaný kumulant platí: lim
τ→∞

B(L, τ) = 0, lim
τ→0

B(L, τ) =

2/3. V prípade spojitého fázového prehodu má Binderov kumulant ako funkiateploty monotónny priebeh, navia pre dostato£ne ve©ké mrieºky L1, L2 dostávame
B(L1, τc) = B(L2, τc) (τc je kritiká teplota). Pre τ 6= τc sa kumulanty lí²ia v d�-sledku rozdielnyh ²kálovaíh funkií monín parametra usporiadania. Z priese£níkaBinderovýh kumulantov je preto moºné odhadnú´ kritikú teplotu. V prípade fázové-ho prehodu prvého druhu vykazuje Binderov kumulant nad kritikou teplotou lokálneminimum. Na potvrdenie fázového prehodu prvého druhu je potrebné ukáza´, ºe to-to minimum nevymizne ani pre L → ∞, £o je £asto problematiké. Spo©ahlivej²iumetódu, ktorá umoº¬uje rozlí²i´ fázový prehod prvého druhu od spojitého fázovéhoprehodu rozpraovali Challa, Landau a Binder [86℄ a bola zov²eobenená pre ²iro-kú triedu modelov Borgsom a Kotekým [87℄. Spomínaní autori ukázali, ºe na okolífázového prehodu prvého druhu je moºné distribúiu pravdepodobnosti niektorýhveli£ín (napríklad energie) popísa´ ako sú£et dvoh gaussovskýh distribúií, ktoré súentrované na rozdielne hodnoty. Naopak, v blízkosti fázového prehodu druhého dru-hu posta£uje na popis distribúie pravdepodobnosti jedna gaussovská distribúia. Toznamená, ºe distribúia pravdepodobnosti energie pre τ blízke τc má dvoj-maximovýharakter ak ide o fázový prehod prvého druhu a jenoduhý, jednomaximový harakterak je to spojitý fázový prehod.3.9 Kvantové Monte CarloJedným z ie©ov, ktoré sme si na za£iatku poloºili, bolo zvládnu´ niektorú z metód, kto-rá by umoº¬ovala ²túdium vplyvu hubbardovskej interakie, alebo vplyvu kvantovýh44



spinov na vlastnosti silne korelovanýh systémov, na vä£²íh mrieºkah ako umoº¬u-je exaktná diagonalizáia. Pozornos´ sme venovali predov²etkým takzvanej SSE (zanglikého Stohasti Series Expansion) Monte Carlo metóde.Túto metódu pouºívame predov²etkým na ²túdium systémov, kde je nutné uvaºova´kvantové spiny. �iadna z týhto úloh zatia© nie je uzatvorené, predkladaná práateda neobsahuje konkrétne výsledky získané touto metódou a preto sa pri jej popiseobmedzíme len na jej základné £rty. Via je moºné nájs´ v napríklad práah Sandvikaa kolektívu [88℄.SSE Monte Carlo je typ teplotného kvantového Monte Carla, ktoré nepouºíva takz-vanú Trotterovú dekompozíiu [89℄, ale rozvoj operátora e−βH do radu. Preto sa SSEMonte Carlo £asto ozna£uje ako exaktné Monte Carlo. Základ SSE spo£íva v prepísaní²tatistikej sumy pomoou Taylorového radu:
Z = Spe−βH =

∞
∑

n=0

(−1)nβn

n!

∑

{α}n

〈α0|Hn |α0〉 (3.39)
=

∞
∑

n=0

(−1)nβn

n!

∑

{α}n

〈α0|H |αn−1〉 〈αn−1|H |αn−2〉 . . . 〈α1| H |α0〉 ,kde je ²tatistiká suma vyjadrená ako sú£et diagonálnyh elementov matie bázy {|α〉}a kde H |αi〉 = h |αi+1〉, pri£om |αi+1〉 je vektor bázy. Tento rozvoj platí pre ©ubovo©nýhamiltonián a umoº¬uje vyjadri´ niektoré veli£iny pomoou jednoduhýh vz´ahov.Napríklad pre energiu platí:
E =

−1

Z

∞
∑

n=0

(−1)nβn

(n)!

n

β

∑

{α}n

〈α0|H |αn−1〉 〈αn−1|H |αn−2〉 . . . 〈α1|H |α0〉 =

= −〈n〉
β

, (3.40)a pre tepelnú kapaitu:
C =

〈

n2
〉

− 〈n〉2 − 〈n〉 . (3.41)Výrazy typu 〈αi|H |αi−1〉 je moºné rozdeli´ na diagonálne a nediagonálne £asti a45



následne ih ohodnoti´ a zisti´ ako prispievajú do energie, respektíve ako modi�kujúzvolenú váhu. V takomto systéme potom neprebieha vzorkovanie len ez r�zne stavy
|αi〉, ale aj výberom operátorov. Ako presne takéto vzorkovanie funguje a ako ho robi´efektívne je moºné nájs´ napríklad v práah [90℄.
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4 VýsledkyKapitolu výsledky sme rozdelili na dve hlavné £asti. V prvej sme zhrnuli na²e najd�-leºitej²ie výsledky z prá, kde sme sa obmedzili na ²túdium základného stavu r�znyhverzií modelu Faliova-Kimballa. Druhá £as´ je venovaná práam, kde sa sme sa ve-novali predov²etkým termodynamikým vlastnostiam modelu Faliova-Kimballa. Voboh prípadoh sme nadviazali na predo²lé publikáie venované ²túdiu r�znyh prob-lémov týkajúih sa silne korelovanýh systémov, ako bolo napríklad ²túdium vplyvuprímesí na základný stav [91℄, vplyvu geometrie mrieºky [46℄, nelokálnyh interakií[40℄-[43℄ a ²túdium zov²eobeneného modelu Faliova-Kimballa [36℄-[39℄.4.1 �túdium základného stavuPri ²túdiu základného stavu sme boli motivovaní predov²etkým snahou £o najviapriblíºi´ modely k reálnym materiálom tak, aby sa ih rie²enie zásadným sp�sobomneskomplikovalo. Napríklad experimentálne výsledky na nestehiometrikej zlú£enine
Sm1−xB6 nás in²pirovali k ²túdiu vplyvu porúh mrieºky na vlastnosti silne korelo-vanýh systémov [77℄. Pozornos´ sme venovali aj r�znym nelokálnym interakiám,pretoºe predhádzajúe práe ukázali [40℄-[43℄, ºe ih príspevok m�ºe by´ pri ²túdiureálnyh materiálov zásadný. Snaha popísa´ r�zne nehomogénne nábojové a spinovéusporiadania pozorované v silne korelovanýh systémoh v rámi jedného modelu, nászase primäla ²tudova´ spinový modelu Faliova-Kimballa (2.4) obohatený o spinovozávislú interakiu a iné lokálne interakie, ktorýh vplyv sa pre zjednodu²enie vä£²inouneuvaºuje.4.1.1 Základný stav modelu Faliova-Kimballa na neideálnej mrieºkeKonve£ný model Faliova-Kimballa (2.3) sa osved£il pri ²túdiu viaerýh vlastností zlú-£eniny SmB6 [26℄ a úspe²ne bol pouºitý aj na popis vplyvu prímesí na túto zlú£eninu[91℄. Je preto prirodzené, ºe sme sa pokúsili týmto jednoduhým modelom popísa´aj zmenu vo valen£nosti samáriovýh iónov, pozorovanú experimentálne v zlú£enine
Sm1−xB6 [77℄ (p�vodná mrieºka SmB6 je ohudobnená o atómy samária). Defekt v re-47
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Obrázok 15: Reprezentatívne kon�guráie základného stavu pre L = 144 a r�zne hodnoty paramet-rov. Symbol • reprezentuje polohu obsadenú f -elektrónom, • reprezentuje polohu vakanie a bodkamrieºkovú polohu neobsadenú f -elektrónom.álnej mrieºke bol v modeli reprezentovaný vakaniou bez ¤al²ieho vplyvu na ²truktúrumrieºky. Takéto zjednodu²enie je v prípade Sm1−xB6 vhodnou aproximáiou, pretoºekry²tálová ²truktúra Sm1−xB6 ostáva stabilná aº do konentráií vakanií x ∼ 0.3 [77℄.Základný stav modelu sme vy²etrovali systematiky exaktnou numerikou diagonali-záiou na malýh klástroh (kapitola 3.4) a aproximatívnou metódou (kapitola 3.5)za podmienky Nf + Nd + Nv = L (Nf + Nd je elkový po£et elektrónov, Nv je po£etvakanií, L je elková ve©kos´ mrieºky), pre ²iroké spektrum parametrov v D = 2.Reprezentatívne kon�guráie, ktoré tvorili základný stav pre r�zne parametre modelu,sú znázornené na Obr. 15. Pre malé konentráie vakanií nv = Nv/L a malé hustoty
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Obrázok 16: Závislos´ priemernej f elektrónovej obsadenosti nav.
f na parametri Ef pre r�zne kon-entráie vakanií nv a interakie U = 2 a U = 8.

f -elektrónov nf = Nf/(L−Nv) (nv ≤ 1/8, nf < 1/12 pre U ≤ 1 a nv ≤ 1/8, nf < 1/16pre U = 2) sa ako základný stav realizujú r�zne n-molekulové fázy. Pozorovali sme, ºenarastajúa konentráia nv potlá£a n- molekulové fázy, ktoré sa pre nv > 1/4 neobja-vujú ako základný stav pri ºiadnej hustote nf . V oblasti 1/12 < nf < 1/2 pre U ≤ 1a 1/16 < nf < 1/2 pre U = 2, sú základným stavom kvázi-homogénne usporiadania,ktoré sa s narastajúim nf menia na tzv. poru²enú ²ahovniovú fázu. Prítomnos´ va-48
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Obrázok 17: Závislos´ priemernej f elektrónovej obsadenosti nav.
f na konentráií vakanií, pre

U = 0.5, Ef = 0.5 (nárast nf s nárastom nv) a U = 8, Ef = 0.4 (pokles nf s nárastom nv ) namrieºke L = 8× 8.
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Obrázok 18: Závislos´ priemernej f elektrónovej obsadenosti nav.
f na konentráií vakanií. Po-rovnanie teoretikýh výsledkov získanýh na mrieºkah L = 6 × 6 a L = 8 × 8 s experimentálnymivýsledkami [77℄ zmeny valen£nosti nestehiometrikej zlú£eniny Sm1−xB6 (nv ≡ x).kanií v systéme má podstatný vplyv na valen£né prehody. Narastajúa konentráiavakanií potlá£a shodovitú ²truktúru valen£nýh prehodov typikú pre konven£nýmodel na ideálnej mrieºke. Valen£ný prehod sa s narastajúou nv stáva hladkým(Obr. 16). Pritom v závislosti od parametrov U a Ef priemerná f -elektrónová obsade-nos´ (po£ítaná ez súbor náhodnýh distribúií vakanií) m�ºe s nárastom konentráievakanií rás´ aj klesa´ ako to ilustruje Obr. 17. Ke¤ºe na²ím hlavným ie©om bolo po-písa´ zmenu valen£nosti v Sm1−xB6, bolo nutné vybra´ parametre modelu najbliº²ie k49



situáii v tomto materiáli. Z predhádzajúih prá [26℄ vyplýva, ºe v D = 2 modelFaliova-Kimballa najlep²ie popisuje SmB6 za normálnyh podmienok pre parametre
U = 2 a Ef = 0.44. Z tohto d�vodu sme zvolili na porovnanie zmeny valen£nosti právetieto hodnoty parametrov. Ako je vidie´ na Obr. 18, napriek jednoduhosti modelu apouºitej aproximáii, sú na²e teoretiké predpovede v dobrej zhode s experimentom.To moºno povaºova´ za ¤al²í d�kaz, ºe je tento jednoduhý model vhodný na popis nie-ktorýh vlastností vybranýh silne korelovanýh materiálov a to aj v prípade neideálnejmrieºky.4.1.2 Vplyv nelokálnyh interakií na základný stav modelu Faliova-Kim-ballaModel Faliova-Kimballa dokáºe napriek svojej jednoduhosti korektne popísa´ viaerévlastnosti r�znyh zlú£enín vzányh zemín a prehodovýh kovov. Na druhej stranetento model zanedbáva v²etky nelokálne interakie a teda vyvstáva otázka, £i výsledkymodelu Faliova-Kimballa ostanú v platnosti aj v realistikej²ej limite, ke¤ nelokálne in-terakie nebudú nulové. Jednou z nelokálnyh interakií, ktorá sa v konven£nom modeliFaliova-Kimballa neuvaºuje je £len korelovaného skákania, ktorý modi�kuje pravde-podobnos´ preskoku itinerantného elektrónu, s oh©adom na obsadenos´ prislúhajúih
f -orbitálov. Ide teda o nelokálnu interakiu, ktorá mení kinetiký £len hamiltoniánu(2.3) (modi�kuje £leny preskokovej matie tij). �al²ou nelokálnou interakiou, ktorá saprirodzene núka ako zov²eobenenie konven£ného modelu Faliova-Kimballa, je modi�-káia oulombouského £lena o nelokálnu interakiu medzi itineratnými a lokalizovanýmielektrónmi (v najjednoduh²ej forme medzi najbliº²ími susedmi). Model (2.5) za pod-mienky V = 0 berie do úvahy obe spomínané nelokálne interakie. Ako sme spomenuliv preh©ade o aktuálnom stave problematiky, nie je nám známe, ºeby sa pred naminiekto zaoberal vplyvom interakie Unon na základný stav modelu Faliova-Kimballa.Preto sme previedli exaktnou numerikou diagonalizáiou na malýh klástroh (kapi-tola 3.4) a aproximatívnou metódou (kapitola 3.5) systematiké ²túdium základnéhostavu modelu (2.5) pre t′ = 0 (aby sme v prvom priblíºení vylú£ili vplyv inej nelokálnejinterakie), v D = 1 a D = 2 za podmienky Nf +Nd = L (£o je naj£astej²ie uvaºovaná50



podmienka pri ²túdiu valen£nýh prehodov a prehodov kov-izolátor).
0 0.01 0.02 0.03

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
L=36,U=8

u
non

n f

0 0.01 0.02 0.03
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
L=64,U=8

u
non

n f

L=8x8,U=8,N
f
=6

L=8x8,U=8,N
f
=30

L=8x8,U=8,N
f
=16

L=8x8,U=8,N
f
=18 L=8x8,U=8,N

f
=21

L=8x8,U=8,N
f
=32

Obrázok 19: Fázový diagram základného stavu v rovine nf -unon (nf = Nf/L, unon = Unon/U) pre
U = 8, Nf + Nd = L a D = 2, kde (·) reprezentuje homogénne fázy, (◦) segregované ²truktúry a (+)²truktúry ktorýh reprezentatívne kon�guráie sa nahádzajú vpravo.Na Obr. 19 je vynesený fázový diagram základného stavu v rovine unon − nf(unon = Unon/U), pre U = 8, t′ = 0, Ef = 0, L = 6 × 6 a L = 8 × 8 v D = 2(fázový diagram v D = 1 je v limite silnej interakie analogiký k D = 2 - príloha C).Je vidie´, ºe základná ²truktúra fázového diagramu (kde (·) reprezentuje homogénnefázy, (◦) segregované ²truktúry a (+) ²truktúry ktorýh reprezentatívne kon�guráiesa nahádzajú v strede Obr. 19), sa mení s mrieºkou len ve©mi málo. To indikuje,ºe fázový diagram v termodynamikej limite, nebude výrazne odli²ný. V limite silnejoulombovskej interakie (U = 8) tak pozorujeme, ºe uº prítomnos´ nelokálnej oulom-boskej interakie na úrovni Unon ∼ 0.015U vedie k dramatikým zmenám základnéhostavu, ke¤ sa homogénne usporiadania menia priamo, alebo ez prehodovú fázu, nasegregované usporiadania. Nelokálna interakia Unon teda stabilizuje segregovanú fázua generuje ¤al²ie nehomogénne ²truktúry ako sú r�zne diagonálne usporiadania (na-príklad pre U = 8, L = 8 × 8, Nf = 16). Zásadný vplyv Unon na základný stavsme pozorovali aj pre stredne silnú a slabú oulombovskú interakiu U . Fázové dia-51



gramy pre tieto prípady sú zloºitej²ie ako pre U = 8 tak v D = 1 ako aj v D = 2.(podrobne sme sa im venovali v prílohe C), aj tu ale platí, ºe uº slabá interakia Unonstabilizuje ako základný stav odli²né kon�guráie ako sú kon�guráie základného stavukonven£ného modelu Faliova-Kimballa.
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Obrázok 20: Závislos´ energetikej medzery od f elektrónovej obsadenosti pre U = 8, 2, 0.5 a vybranéhodnoty unon. Kon�guráie základného stavu pre parametre v ©avom st¨pi sú totoºné so základnýmstavom konven£ného modelu Faliova-Kimballa, v pravom st¨pi sa kon�guráie základného stavu lí²ia.Výpo£ty boli robené pre mnoºinu homogénnyh a segregovanýh kon�guráií, ktoré boli extrapolovanéz kon�guráií základného stavu na men²íh mrieºkah.Ke¤ºe interakia Unon zásadne mení kon�guráie základného stavu modelu Faliova-Kimballa, je prirodzené o£akáva´, ºe m�ºe ma´ vplyv aj na prehody kov-izolátor. NaObr. 20 je vynesená energetiká medzera po£ítaná ako ∆ = εL−Nf+1 − εL−Nf
(kde εsú vlastné hodnoty matie h pod©a kapitoly 3.5) ako funkia nf . V ©avom st¨pi jeznázornený priebeh energetikej medzery pre také hodnoty Unon, kde sú kon�guráiezákladného stavu totoºné s konven£ným model Faliova-Kimballa. V pravom st¨pipre Unon také, kde sú kon�guráie základného stavu odli²né od konven£ného modeluFaliova-Kimballa. Obe prípady sú po£ítané v D = 1, kde je moºné extrapoláiou kon-52



�guráií základného stavu z men²íh mrieºok dosiahnu´ podstatne vä£²ie mrieºky ako v
D = 2. Analýza bola prevedená pre tri hodnoty lokálnej olulomboskej interakie, ktoréreprezentujú silnú oulombovskú interakiu U = 8, stredne silnú U = 2 a limitu slabejoulombovskej interakie U = 0.5. Kone£ná energetiká medzera sa pre U = 8 nemenís narastajúou mrieºkou ani v jednom z prípadov unon = 0.005 a unon = 0.02. V tejtooblasti teda nelokálna interakia neindukuje prehod kov-izolátor. Zaujímavej²ie súoblasti stredne silnej a slabej oulombovskej interakie. Pre U = 2 kone£ná energetikámedzera pre unon = 0.1 potvrdzuje izolátorový harakter. Naopak, výrazný poklesenergetikej medzery s rastúou mrieºkou pre unon = 0.2 nazna£uje, ºe v tejto oblastip�jde o kov. Z toho vyplýva, ºe nelokálna oulombovská interakia m�ºe indukova´prehod kov-izolátor a to aj v oblasti stredne silnej lokálnej oulombovskej interakie
U , kde sa u konven£ného modelu Faliova-Kimballa kovová fáza v�be nepozoruje. Zporovnania energetikýh medzier pre U = 0.5 zase vyplýva, ºe v limite slabej lokálnejoulombovskej interakie, narastajúa nelokálna interakia Unon indukuje kovovú fázupre vy²²ie hodnoty nf . Nelokálna interakia Unon tak m�ºe zohra´ d�leºitú úlohu pri²túdiu prehodov kov-izolátor v reálnyh materiáloh. Nelokálne interakie výrazne

−2 0 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

U=0.5, t′=0, U
nn

=0

E
f

n f

L=60
L=120

−2 0 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

U=0.5, t′=0, U
nn

=0.5

E
f

L=60
L=120

−2 0 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

U=0.5, t′=0.5, U
nn

=0

E
f

L=60
L=120

−2 0 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

U=0.5, t′=0.5, U
nn

=0.5

E
f

L=60
L=120

Obrázok 21: Závislos´ f elektrónovej obsadenosti na parametri Ef pre U = 0.5 a pre r�zne hodnotynelokálnyh interakií unon a t′ v D = 1.menia aj valen£né prehody modelu Faliova-Kimballa (Obr. 21). Zapnutie interakií
Unon a t′ m�ºe vies´ k zmene shodovitej ²truktúry valen£ného prehodu typikej prekonven£ný model (Unon = 0, t′ = 0) na spojitý prehodom (Unon = 0.5, t′ = 0 ), ale-bo k prehodom tvoreným sekveniami nespojitýh a spojitýh prehodov (Unon = 0,
t′ = 0.5). Za podmienky Unon = t′ a U = 0.5 sa dokona elo£íselný stav nf = 1 menínespojito na nf < 0.5 a ¤alej prebieha spojitý prehod aº po nf = 0 (Obr. 21). Pritom53



takýto senár sa experimentálne pozoruje pre zlú£eninu SmS [92℄, £o potvrdzuje, ºevplyv nelokálnyh interakií m�ºe hra´ d�leºitú úlohu pri popise reálnyh materiálov.4.1.3 Nehomogénne nábojové a spinové usporiadania v zov²eobenenommodeli Faliova-KimballaVýrazným nedostatkom konven£ného modelu Faliova-Kimballa je, ºe nedokáºe popí-sa´ magnetiké vlastnosti reálnyh materiálov. Pritom viaero experimentálnyh prápoukazuje na to, ºe r�zne ¤alekodosahové nábojové usporiadania pozorované v silnekorelovanýh materiáloh, sú £asto sprevádzané netriviálnymi magnetikými ²truktú-rami. Snaha popísa´ tieto magnetiké aj nábojové nehomogénne usporiadania jednýmmodelom nás viedla k ²túdiu zov²eobeneného spinového modelu (2.4), ktorý berie doúvahy spinovo závislú interakiu. Nadviazali sme na na²e predhádzajúe publikáievenované tomuto modelu [37, 39℄. V prái [37℄ boli predstavené fázové diagramy mo-
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Obrázok 22: Zjednodu²ený fázový diagram základného stavu spinového modelu Faliova-Kimballas hubbardovskou interakiou Udd pre U = 4 a J = 0.5 a L = 10. Vynesené sú kritiké hodnoty U c
ddpod ktorými sú f elektrónové kon�guráie základného stavu identiké s kon�guráiami základnéhostavu pre Udd = 0. Nad U c

dd nie sú tieto kon�guráie základným stavom. Bola pouºitá tzv. vyhýlenádvojrozmerná mrieºka zobrazená v obrázku pod legendou.delu v r�znyh rovináh (nd − nf , nd − J ,...) v D = 1 a niektoré predbeºné výsledkyv D = 2 na mrieºkah do ve©kosti L = 6 × 6. Na²ím ie©om bolo urobi´ podrobné²túdium dvojrozmerného prípadu na vä£²íh mrieºkah. Ke¤ºe zavedenie spinu do mo-delu Faliova-Kimballa znamená, ºe opú²´ame limitu Udd →∞, je d�leºité preskúma´vplyv kone£nej interakie Udd na základný stav model.54
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nf + nd = 1) pod ktorými sú f elektrónové kon�guráie základného stavu totoºné sprípadom Udd = 0. Je zrejmé, ºe v prípade silnej oulombovskej interakie U ≥ 4a J = 0.5 je moºné vplyv Udd < U zanedba´ a zjednodu²i´ tak ²túdium f elektró-novýh kon�guráií základného stavu. Systematiké ²túdium modelu v tejto limitenám umoºnilo skon²truova´ podrobné fázové diagramy v rovine Nf −Nd pre J = 0.5,55
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Obrázok 24: Príklad r�znyh spinovýh usporiadaní základného stavu, ktoré prislúhajú rovnakýmnábojovým usporiadaniam (prvé obrázky z©ava, kde • predstavuje polohu obsadenú f -elektrónom abodka je prázdna poloha) pre parametre zapísané nad kon�guráiami. Symbol N reprezentuje polohuobsadenú f elektrónom so spinom hore a symbol H reprezentuje polohu obsadenú f elektrónom sospinom dole.
U = 8 (príloha E) a U = 4 (Obr. 23), kde sme pozorovali, ºe napriek ve©kému mnoºstvumoºnýh nábojovýh usporiadaní sa ako základný stav formuje len nieko©ko typov kon-�guráií. Ih typiký reprezentanti sú vykreslený pod fázovým diagramom. Pre U = 4zaberajú £iarové usporiadania, ktorýh d�leºitos´ uº bola zd�raz¬ovaná, podstatnú £as´fázové diagramu. Sú teda stabilným základným stavom na ve©kej oblasti parametrovvrátane podmienok Nf +Nd = L a Nf +Nd = 2L, ktoré sú obzvlá²´ d�leºité pri ²túdiuvalen£nýh prehodov a prehodov kov-izolátor v reálnyh materiálov. To dokazuje, ºeaj relatívne jednoduhý model obsahujúi len lokálne interakie dokáºe popísa´ tieto£iarové usporiadania. Aj ke¤ je fázový diagram nábojového usporiadania pomerne jed-noduhý, ako základný stav sa realizuje bohatá mnoºina spinovýh usporiadaní. Je tod�sledok toho, ºe rovnakému nábojovému usporiadaniu m�ºe zodpoveda´ viaero spi-novýh usporiadaní ako to ilustrujú vybrané kon�guráie základného stavu na Obr. 24.Zásadný rozdiel v spinovom usporiadaní je moºné pozorova´ aj pri porovnaní základ-nýh stavov prípadov Nf +Nd = L a Nf +Nd = 2L (Obr. 25). Obe podmienky leºia voblastiah, kde sú nábojovým základným stavom r�zne £iarové usporiadania. Spinovéusporiadania sa ale pre tieto podmienky výrazne lí²ia. V prípade Nf + Nd = 2L jevykompenzovaný nielen elkový magnetiký moment, ale antiferomagnetiké usporia-56



danie majú aj oblasti spojite obsadené elektrónmi, napríklad antiferomagnetiké £iarovéusporiadanie pre U = 4, nf = 1/2. Naopak za podmienky Nf +Nd = L m�ºu by´ tietooblasti feromagnetiké a to aj v prípade, ke¤ je elkový magnetiký moment nulový(feromagnetiké £iarové usporiadanie pre U = 4, nf = 1/2). Navia pre konentráieblízke jednej nastáva spinová segregáia (napríklad U = 4, nf = 5/6) a v opa£nej limitepre nf blízke nule je základný stav dokona feromagnetiký. Celkový po£et elektrónovv systéme teda zásadne mení magnetiký základný stav f -elektrónového podsystémua to aj v prípade, ke¤ je nábojové usporiadanie totoºné.
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Obrázok 25: Spinové usporiadania základného stavu pre U = 4, J = 0.5, L = 12× 12, r�zne nf apre podmienky nf + nd = 1 a nf + nd = 2. Symbol N reprezentuje polohu obsadenú f elektrónom sospinom hore a symbol H reprezentuje polohu obsadenú f elektrónom so spinom dole.Podrobnej²ia diskusia jednotlivýh fáz a kon�guráií je uvedená v príloháh D a E,kde je uvedené aj porovnanie nami pouºívanej metódy s metódou redukovaného súborukon�guráií [36℄. Získané výsledky hovoria jednozna£ne v prospeh aproximatívnejmetódy popísanej v £asti 3.5.4.1.4 Symetriký prípad zov²eobeneného modelu Faliova-Kimball s ne-nulovou interakiou UffZavedením spinovej premennej v £asti 4.1.3 sme boli nútení opusti´ limitu Udd → ∞(alebo opa£ne, opustenie tejto limity znamená nutnos´ uvaºova´ spin). �al²ím logikýmkrokom smerom k reálnym materiálom je uvaºova´ v modeli aj kone£nú interakiu57



Uff . Modelu Faliova-Kimballa s kone£ným Uff , bola pre jeho náro£nos´ venovanálen malá pozornos´. Pritom analytiky bolo ukázané, ºe v modeli s kone£ným Uff vlimite silnej oulombovskej interakie U m�ºe dohádza´ k párovaniu f -elektrónov [18℄.Práve z týhto d�vodov sme sa rozhodli uvaºova´ v modeli (2.4) okrem spinovo závislejinterakie J aj kone£né Uff . Vy²etrovanie vlastností takéhoto komplexného modeluje extrémne náro£né, preto sme sa v prvej fáze ²túdia venovali len prípadu Udd = 0pre ktorý sa zahováva £astiová-dierová symetria za podmienok Ef = −0.5Uff , Ed =

−0.5Udd a N = 2L, a to v D = 1 aj D = 2.Exaktnou numerikou diagonalizáiou na malýh klástroh (kapitola 3.4), aproxi-matívnou metódou(kapitola 3.5) a výpo£tami na extrapolovanýh mrieºkah sa námpodarilo ukáza´, ºe základným stavom modelu v symetrikom prípade m�ºu by´ lendve f elektrónové fázy, tzv. SDW (z ang. Spin Density Wave) fáza a pod kritikýmihodnotami parametrov J a Uff fáza CDW (Charge Density Wave). Jednoduhé fázovédiagramy v D = 2 pre r�zne hodnoty U a gra�ké znázornenia SDW a CDW fáz súvykreslené na Obr. 26. Fázové diagramy v D = 1 sú analogiké (príloha G). Ako d�-
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Obrázok 26: Fázový diagram zov²eobeneného modelu Faliova-Kimballa (2.4) v rovine J/U −
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Fáza CDW m�ºe by´ pritom stabilná vo v²etkýh limitáh interakie U a dokona a ajpre realistiký prípad Uff > U . �túdium rozdielu podmrieºkovýh magnetizáií:
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, (4.45)ukázalo, ºe usporiadania CDW a SDW v f elektrónovom podsystéme majú svoj obrazaj v d elektrónovom podsystéme. Na Obr. 27 je vidie´ ako v CDW fáze parameter νdrastie s narastajúou interakiou U a asymptotiky sa blíºi k hodnote νd = 2, ktorápredstavuje stav, kedy je jedna podmrieºka plne obsadená a druhá prázdna. Analogikáje situáie v SDW fáze. Na potvrdenie týhto záverov sú v Obr. 27 vloºené aj priebehy
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²truktúrnyh faktorov ako funkií U respektíve J . �truktúrne faktory de�nované ako:
Cf (Q) =

1

L

L
∑

j,k

eiQ(Rj−Rk) (wj↑ + wj↓) (wk↑ + wk↓) (4.46)
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L

L
∑

j,k

eiQ(Rj−Rk) (wj↑ − wj↓) (wk↑ − wk↓) , (4.47)
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, (4.49)sú korela£né funkie, ktoré pre CDW fázu (Cf , Cd) a SDW fázu (Sf , Sd) v bodeQ = [π, π] vykazujú maximum, ktoré je v limitnom prípade (f elektronové fázy) rovné
L. Ih priebeh v závislosti na parametroh U a J , aj lineárne ²kálovanie potvrdzujú na²e
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j↓〉| (Obr. 28).Takéto párovanie itinerantnýh elektrónov v reálnom priestore m�ºe zohra´ d�leºi-tú úlohu pri ²túdiu reálnyh materiálov, predov²etkým nekonven£nýh supravodi£ov.Lenºe v doteraj²om ²túdiu základného stavu sme zanedbávali oulombovskú interakiuhubardového typu medzi itinerantnými elektrónmi a teda vyvstáva otázka, £i uº malá60



interakia Udd nepotla£í párovanie d elektrónov. Exaktnou numerikou diagonalizáiou(kapitola 3.1) na malýh jednorozmernýh mrieºkah (L ≤ 8) sme si v symetrikomprípade (Ed = −0.5Udd) overili, ºe aj pri zavedení Udd 6= 0 sa ako základný stav v
f elektrónovom podsystéme realizujú len fázy SDW a CDW. Stabilitu CDW fázy soh©adom na Udd a Uff sme následne vy²etrovali Lanzosovou metódou (kapitola 3.2)pre r�zne hodnoty U , J = 0.01U a L ≤ 12. Na Obr. 29 je vynesený fázový diagram
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f elektrónového podsystému, z ktorého je zrejmé, ºe slabá interakia Udd (v porovna-ní s U) nerozbíja CDW fázu a dokona v limite silnej interakie U , m�ºe by´ CDWfáza základným stavom aj pre prípad U ∼ Udd ∼ Uff . Aj pre nenulovú interakiu
Udd itinerantný podsystém re�ektuje základný stav f elektrónového podsystému. NaObr. 30 je vynesený podmrieºkový rozdiel obsadenosti νd (4.45) ako funkia Udd prer�zne hodnoty parametrov U a Uff . Vertikálne línie, predstavujú kritikú hodnotu U c

dd,pri ktorej dohádza v d elektrónovom podsystéme k rozbitiu CDW usporiadania (pre
Udd > U c

dd je νd = 0). Tieto kritiké hodnoty sú totoºné s hodnotami z Obr. 29. Je síeevidentné, ºe Udd potlá£a v d elektrónovom podsystéme CDW usporiadanie aj v CDWfáze, ale pre malé hodnoty Udd (v porovnaní s U) je tento efekt zanedbate©ný. Lokálnepárovanie vodivostnýh elektrónov v reálnom priestore sa teda objavuje v základnom61
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metrikého prípadu. Na efektívne výpo£ty termodynamikýh vlastností mimo symet-rikého prípadu sme pre tento model upravili kanoniké Monte Carlo. Túto metódusme následne vyuºili pri ²túdiu kovovej fázy tohto modelu, ktorá je d�leºitá napríkladpri popise prehodov kov-izolátor, ale len ve©mi málo sa vie o termodynamike modeluFaliova-Kimballa v tejto oblasti, pretoºe je náro£ná na výpo£ty. S nesymetrikým prí-padom súvisí aj otázka, £i model dokáºe popísa´ nehomogénne nábojové usporiadania,ako sú £iarové alebo segregované kon�guráie, aj pri nenulovýh teplotáh, ktorej smetieº venovali pozornos´. Intenzívne vyuºívanie metódy dynamikého stredného po©a,ktorá sa pouºíva predov²etkým v nekone£nej dimenzii, ako aj mnoºstvo numerikýhvýsledkov pre D < 3 vedie k otázke, £i je ih naozaj moºné aplikova´ pri popise reál-nyh trojrozmernýh materiálov. Preto sme podrobne preskúmali symetriký prípadkonven£ného modelu Faliova-Kimballa v D = 3 a porovnali sme priebeh viaerýhtermodynamikýh veli£ín po£ítanýh v rozdielnyh dimenziáh. Sústredili sme sa nafázové prehody, pretoºe model Faliova-Kimballa je jeden z modelov, ktorý vykazu-je v závislosti na ve©kosti parametrov, fázový prehod prvého aj druhého druhu a nahustotu stavov, ktorá umoº¬uje klasi�kova´ systém ako kov alebo izolátor.4.2.1 Termodynamika zov²eobeneného modelu Faliova-KimballaOtázka £i CDW a SDW fázy, ktoré sú základným stavom modelu (2.4) v symetrikomprípade, pretrvajú aj pri nenulovýh teplotáh nás motivovala k ²túdiu termodynami-kýh veli£ín tohto modelu. Pri pouºití grand-kanonikého súboru sme sa obmedzili nasymetriký prípad µ = U, Uff = −2Ef , Udd = 0, ktorý výrazne zjednodu²uje výpo£ty(hemiký poteniál je �xovaný) a umoº¬uje vyuºi´ klasiké grand-kanoniké MonteCarlo (kapitola 3.7). Typiké priebehy tepelnej kapaity (3.28) v CDW aj SDW fázepre U = 2 a D = 2 sú na Obr. 31. Obe vykazujú ²iroké vysokoteplotné maximumShottkyho typu a ostré nízkoteplotné maximum. Teplotné závislosti ²truktúrnyhfaktorov (Obr. 31) indikujú, ºe p�vodom ostrýh nízkoteplotnýh maxím je rozbitieCDW (SDW) fázy v f aj d elektrónovom podsystéme. Na potvrdenie tejto indíie sme
63
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2 ,(4.50)pre r�zne ve©kosti mrieºok. Poloha ih priese£níku koiniduje s teplotou nízkoteplotné-
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do neusporiadanej fázy. S narastajúou hodnotou J rastie aj kritiká teplota, ktorádosahuje svoje maximum pre J ∼ U . Kvalitatívne priebeh τc v SDW fáze ako funkia
J zodpovedá priebehu kritikej teploty ako funkie U pre konven£ný bezspinový modelFaliova-Kimballa [93℄. Kritiké teploty spinového modelu pre U = 2 sú ale pribliºnedvakrát vy²²ie. Spinová interakia má teda zásadný vplyv na prehody z usporiadanejdo neusporiadanej fázy.Symetriký prípad neumoº¬uje zodpoveda´ otázku ako dohádza k rozbitiu spino-vého a nábojového usporiadania v tomto modeli vo v²eobenosti. Rozbitie nábojovéhousporiadania vo fáze CDW a spinového v SDW zárove¬ znamená aj rozbitie spinové-ho, respektíve nábojového usporiadania v týhto fázah. Na preskúmanie tejto otázkybolo preto potrebné opusti´ symetriký prípad. Sústredili sme sa na vplyv teploty nausporiadania z Obr. 35, ktoré sú základným stavom modelu za podmienok uvedenýhv popise obrázkov. Je zrejmé, ºe pri týhto fázah rozru²enie spinového usporiadania

(b)(a)Obrázok 35: (a) Základný stav modelu (2.5) pre parametre: N = 2L, U = 2, J = 1, Uff = 4,
Ef = 0, Udd = 0 (b) Základný stav modelu (2.5) pre parametre: N = 3L/2, U = 4, J = 0.2U ,
Uff = 8, Ef = −2, Udd = 0nemusí nutne znamena´ aj rozru²enie nábojového usporiadania a naopak. Pri zvo-lenýh parametroh sme ²túdiom tepelnej kapaity a priebehu ²truktúrnyh faktorov(Obr. 36) vo fáze (a) pozorovali simultánne rozbitie nábojového a spinového usporia-dania. Naopak pre fázu (b) výsledky nazna£ujú, ºe na rozbitie spinového usporiadaniaposta£uje teplota o nieko©ko rádov niº²ia ako je potrebná na rozbitie nábojového uspo-riadania. Vzh©adom na ve©kos´ dostupnýh mrieºok sa nám nepodarilo vylú£i´ animoºnos´, ºe spinové usporiadanie vo fáze (b) je stabilné len v základnom stave. Mo-del teda popisuje oba senáre, tak rozbitie nábojovej a spinovej ²truktúry pri rovnakejako aj r�znej teplote a umoº¬uje podrobné ²túdium stability jednotlivýh fáz. Na po-tvrdenie tohto záveru je v²ak potrebné ²túdium na podstatne vä£²íh mrieºkah, £o66
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Obrázok 36: Priebeh tepelnej kapaity ako funkie teploty v oblastiah kde sú základným stavomfázy (a) a (b). Vloºené obrázky predstavujú priebeh ²truktúrnyh faktorov pre Q v ktorýh vykazujútieto faktory maximá v základnýh stavoh (a) a (b). Boli pouºité tzv. vyhýlené mrieºky [4℄.grankanoniké Monte Carlo v nesymetrikom prípade neumoº¬uje. Aj preto sme rozp-raovali efektívne vzorkovanie opísané v kapitole 3.8, ktoré umoº¬uje pouºi´ na popismodelu Faliova-Kimballa v nesymetrikom prípade kanoniké Monte-Carlo, £o budediskutované v nasledujúih kapitoláh.4.2.2 Kanoniké Monte-Carlo a konven£ný model Faliova-KimballaKanoniké Monte-Carlo predstavené v kapitole 3.8, nám malo umoºni´ efektívne ²tudo-va´ model Faliova-Kimballa pri zadanom po£te £astí aj mimo symetrikého prípadu.Pokia© vieme tak ide o prvé pouºitie kanonikého Monte-Carla na model Faliova-Kimballa, preto bolo v prvom rade nutné otestova´ túto metódu pre prípady, ktoréje moºné spo©ahlivo ²tudova´ aj inými metódami. Na Obr. 37 je teplotný priebeh te-pelnej kapaity konven£ného modelu Faliova-Kimballa pre U = 2, Ef = 0 a D = 1,po£ítaný r�znymi metódami. Na Obr. 37(a) sú výsledky získané grand-kanonikýmMonte Carlom pri podmienke µ = U/2, kým Obr. 37(b-) prezentujú výsledky získanékanonikým Monte Carlom za podmienky Nf + Nd = L (kde boli pouºité v²etky tritypy vzorkovania opísané v kapitole 3.8) a Nf = Nd = L/2 (kde bol pouºitý len druhýa tretí typ). Je o£ividné, ºe pre τ > 0.2 konverguje grand-kanoniké Monte Carlo ktermodynamikej limite rýhlej²ie ako kanoniké Monte Carlo. V tejto oblasti tepl�tsú výsledky získané grand-kanonikým Monte Carlom nezávislé od pouºitej mrieºky uºpre L ≥ 20, kým v prípade kanonikého Monte-Carla je na splnenie tejto podmienky67
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Obrázok 37: Tepelná kapaita konven£ného modelu Faliova-Kimballa pri kon²tantnom objeme akon²tantnom po£te £astí pre U = 2, Ef = 0 v D = 1. Výsledky boli získané (a) grand-kanonikýmMonte Carlom v symetrikom prípade (µ = U/2), (b) kanonikým Monte Carlom za podmienky
Nf + Nd = L, () kanonikým Monte Carlom za podmienky Nf = Nd = L/2 na r�znyh mrieºkah.Na obrázku (d) je pre porovnanie vynesená tepelná kapaita po£ítaná v²etkými predhádzajúimimetódami na mrieºke L = 100. Oblas´ kde sú rozdiely najvýraznej²ie je vynesená vo vloºenomobrázku.potrebné pouºi´ dvakrát tak ve©ké mrieºky. V blízkosti tepl�t, pre ktoré má priebehtepelnej kapaity ostré nízko-teplotné maximum, je situáia zloºitej²ia. Pri pouºitígrand-kanonikého Monte Carla toto maximum klesá s rastúou mrieºkou, ale rastie smrieºkou v obidvoh prípadoh, kde sme pouºili kanoniké Monte Carlo. Vo v²etkýhtroh prípadoh konverguje maximum k rovnakej hodnote. To okrem iného indikuje, ºetoto maximum pretrvá aj v termodynamikej limite. V tejto oblasti grand-kanonikéMonte Carlo a kanoniké Monte Carlo pre prípad Nf +Nd = L konvergujú k termody-namikej limite s rastúou mrieºkou pribliºne rovnako rýhlo. Kanoniké Monte Carlopre Nf = Nd = L/2 konverguje pomal²ie. Na Obr. 37(d) je vynesená tepelná kapaitapre L = 100 po£ítaná pomoou predhádzajúih troh metód. V takto získanýh te-68



pelnýh kapaitáh sú len malé rozdiely, £o indikuje, ºe v²etky tri metódy na dostato£neve©kýh mrieºkah k sebe konvergujú. Výrazný rozdiel je ale vo ve©kosti strednej kvad-ratikej odhýlky pre τ < 0, 1. Chyby pri pouºití grand-kanonikého Monte Carla sú vtejto oblasti pri rovnakom po£te Monte Carlo krokov (pribliºne 104L) a rovnakom po-£te meraní (10) výrazne men²ie ako pri pouºití kanonikého Monte Carla. Oblas´, kdesú rozdiely najvä£²ie je zobrazená vo vloºenom obrázku v Obr. 37(d). Grand-kanonikéMonte Carlo je preto vhodnej²ie na ²túdium modelu Faliova-Kimballa v symetrikomprípade ako kanoniké Monte-Carlo. Rýhlej²ie konverguje k termodynamikej limitepri vysokýh teplotáh a vykazuje men²ie odhýlky pri nízkyh teplotáh. Napriek tejtoskuto£nosti sme ukázali, ºe kanoniké Monte-Carlo konverguje uspokojivo a obe varian-ty kanonikého Monte-Carla dokáºu reprodukova´ výsledky získané grand-kanonikýmMonte-Carlom v symetrikom prípade. Navia má kanoniké Monte-Carlo v porov-naní s grand-kanonikým Monte-Carlom jednú ve©kú výhodu, nie je pri jeho pouºitípotrebné stanovova´ hemiký poteniál. To má obrovský význam mimo symetrikéhoprípadu, kde je pri �xovanom po£te £astí hemiký poteniál teplotne závislý.Mimo symetrikého prípadu a mimo podmienky Nf + Nd = L existuje len máloprá venovanýh termodynamike konven£ného modelu Faliova-Kimballa. Len nedáv-

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

C
/k

B

τ

U=2.0, Nf=25, L=144, D=2
Nd=78
Nd=87

0.00

1.00

 0  0.03  0.06

δ

τ

Obrázok 38: . Tepelná kapaita konven£ného modelu Faliova-Kimballa v oblasti nízkyh tepl�t zapodmienok U = 2, Ef = 0, L = 12 × 12, Nf = 25, Nd = 78 a Nd = 87 v D = 2. Vloºený obrázokpredstavuje priebeh parameter usporiadania f elektrónového podsystému δ (4.51).no predstavil Minh-Tien Tran metódu nehomogénneho dynamikého stredného po©a69



[94℄, pouºite©nú aj pri ²túdiu nehomogénnyh usporiadaní v kone£nýh dimenziáh. Vrovnakej prái poukázal Minh-Tien Tran na to, ºe model Faliova-Kimballa na kone£-nej mrieºke m�ºe v nesymetrikom prípade s klesajúou teplotou prehádza´ aº dvomizmenami usporiadania. Aby sme overili, ºe kanoniké Monte Carlo si poradí s takkomplexným teplotným hovaním a zárove¬ aby sme overili závery získané metódounehomogénneho stredného po©a, pokúsili sme sa zreprodukova´ tieto výsledky. Prena²e ²túdium sme pouºili parametre blízke tým z práe [94℄: L = 12 × 12 Nf = 25a Nd = 78 alebo Nd = 87. Na rozdiel od práe [94℄ sme previedli ²túdium tepelnejkapaity C (3.35). Tepelná kapaita na Obr. 38 vykazuje dve nízkoteplotné maximápre oba prípady Nd = 78 aj Nd = 87. Zárove¬ sa nábojový parameter usporiadania f
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δ = max

{〈

wf
〉}

−min
{〈

wf
〉} (4.51)nemení s klesajúou teplotou z nuly priamo na hodnotu jedna, ale medzi teplotami,ktoré zodpovedajú nízkoteplotným maximám v C, sa v ¬om objavuje plató. To naz-na£uje, ºe neusporiadaná fáza sa s klesajúou teplotou nemení priamo na fázu, ktorázodpovedá základnému stavu, ale prehádza najprv ez iné usporiadanie. Tento záverpotvrdzuje aj Obr. 39, kde je vynesená stredná f elektrónová obsadenos´ pre jednotlivé70



uzly mrieºky (£o budeme ¤alej ozna£ova´ ako priemerná f elektrónová kon�guráia)pre r�zne teploty. Prvá teplota τ = 0.06 predstavuje prípad nad teplotou maxím te-pelnej kapaity, kde priemerná f elektrónová kon�guráia poukazuje na homogénnu(neusporiadanú) fázu. Pri teplote τ = 0.024, teda v oblasti medzi maximami je stabil-ná ²ahovniová fáza a nakonie pod teplotou druhýh maxím sa objavuje fáza, ktorázodpovedá usporiadaniu v základnom stave. Rovnaký priebeh popísal aj Minh-TienTran, ktorý ozna£uje posledné fázy ako NCC (z anglikého nonlattie enter luster)pre Nf = 78 a OCC (oupied enter luster) pre Nf = 87 a obe metódy tak vedú nakone£nej mrieºke k rovnakým výsledkom.4.2.3 Termodynamika modelu Faliova-Kimballa v kovovej fázeZákladnému stavu konven£ného modelu Faliova-Kimballa v kovovej fáze za podmien-ky Nf + Nd = L, ktorá je d�leºitá pri popise prehodov kov-izolátor, bola venovanáve©ká pozornos´ [26, 27℄. Podstatne menej výsledkov je známyh o termodynamikýhvlastnostiah modelu Faliova-Kimballa v tejto oblasti. D�vodom je, ºe leºí ¤aleko odsymetrikého prípadu (limita slabej oulombovskej interakie a nf blízke 0 repektíve
1), kde je ²túdium obzvlá²´ náro£ne. My sme na podrobné ²túdium kovovej fázy v
D = 1 a D = 2, pouºili kanoniké Monte Carlo. Drºali sme sa pritom oblasti pa-rametrov, ktorá pod©a prá [26, 27℄ zodpovedá základnému stavu, kde sa objavujeseparáia f elektrónovýh fáz a ktorá vykazuje kovový harakter. V D = 1 sme nad-viazali na predhádzajúe výsledky [95℄, kde bolo prevedené ²túdium tepelnej kapaityna malýh mrieºkah pomoou metódy exaktnej numerikej diagonalizáie na malýhklástroh (kapitola 3.4). Na Obr. 40 je vynesená tepelná kapaita po£ítaná pre rov-naké parametre ako v prái [95℄ (U = 0.6, Ef = −1.44), ktorá zárove¬ predstavujetypiký priebeh tejto veli£iny v kovovej fáze pre D = 1. Tepelná kapaita vykazujedve maximá, ²iroké vysokoteplotné maximum, ktoré je Shottky typu a ostré nízko-teplotné maximum blízko teploty τ = 0.0035. Toto nízkoteplotné maximum nebolo vpredhádzajúej prái [95℄ pozorované, lebo pouºitou metódou nebolo moºné dosiahnu´dostato£ne ve©ké mrieºky. Na²a analýza ukázala, ºe efekty mrieºky v malom systéme(L < 50) znemoº¬ujú identi�kova´ toto nízkoteplotné maximum. Naopak, pozorovali71
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v nf objavuje maximum. Pre τ < 0.0035 potom nf nadobúda hodnotu 7/8, ktorá sa
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Obrázok 42: Suseptibilita (4.52) konven£ného modelu Faliova-Kimballa v kovovej fáze za podmie-nok U = 0.6, Ef = −1.44 a Nf +Nd = L v D = 1. Vloºený obrázok predstavuje detail nízkoteplotnéhomaxima.via s klesajúou teplotou nemení. Stredná hodnota po£tu f elektrónov sa teda pre
τ < 0.0035 zahováva, £o nazna£uje, ºe teplota uº nie je dostato£ná na to aby dohá-dzalo k exitáiam, ktoré by znamenali výmenu elektrónov medzi f a d podsystémom.Túto domnienku potvrdzuje priebeh nábojovej suseptibility (Obr. 42) de�novanej nazáklade �uktuáií Nf ako:

χ =
β2

L

(〈

N2
f

〉

− 〈Nf〉2
)

. (4.52)Poloha maxima χ je totoºná s polohami maxím v teplotnom priebehu C a nf . Prud-ký pokles χ pod teplotou maxima aº na nulové hodnoty, ktorý je vidite©ný najmä zdetailného obrázku pri nízkyh teplotáh, znamená, ºe vymizli �uktuáie, ktoré menili
nf . Teda, ºe pod teplotou τ ∼ 0.0035 je uº pohyb elektrónov obmedzený len na pod-systém v ktorom sa nahádzajú. Previedli sme aj ²túdium Sommerfeldovho koe�ientu
γ = C/τ , ktorý je pri teplotáh blízkyh nule priamo úmerný efektívnej hmotnostielektrónov. Jeho prudký nárast so zniºujúou sa teplotou (Obr. 43) preto znamenávýrazné zvý²enie efektívnej hmotnosti elektrónov. Navia pri nízkyh teplotáh, kdesme shopný γ spo©ahlivo ur£i´ (τ ≥ 0.003) nevykazuje Sommerfeldov koe�ient sa-turáiu. Takýto priebeh γ indikuje hovanie ne-Fermiho kvapaliny, £o sa v prípadeinteragujúih elektrónov v D = 1 aj o£akáva.73



 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05
γ

τ

U = 0.6
Ef = -1.44
D = 1

L=80
L=96

L=112
L=128
L=144
L=160
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Obrázok 45: Priebeh nf na teplote pre konven£ná modelu Faliova-Kimballa v kovovej fáze zapodmienok U = 2.0, Ef = −1.9 a Nf + Nd = L v D = 2.Vloºený obrázok predstavuje detail oblastinízkyh tepl�t (Lx je rozmer hrany mrieºky, L = Lx × Lx).
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teda nepriamo aj nárast efektívne hmotnosti elektrónov. Je ´aºké urobi´ kvantitatívneporovnanie koe�ientu γ v dvojrozmernom prípade s γ v jednorozmernom prípade, pre-toºe v D = 2 sme na prístupnýh mrieºkah shopný ur£i´ γ spo©ahlivo jen pre teploty,ktoré sú pribliºne tri krát vy²²ie ako odpovedajúa minimálna teplota v D = 1. Nazáklade kvalitatívneho porovnanie, je moºné predpoklada´, ºe rovnako ako v D = 1tak aj v D = 2 vykazuje model Faliova-Kimballa v kovovej fáze hovanie ne-Fermihokavapaliny.4.2.4 Fázové prehody v neutrálnom prípade konven£ného modelu Faliova-KimballaAko sme uviedli v preh©ade o sú£asnom stave problematiky, práe Lema«skeho a Fre-eriksa [20℄ oh©adom základného stavu konven£ného modelu Faliova-Kimballa (2.3) vneutrálnom prípade (nf = nd) predstavujú d�leºitý medzník v ²túdiu nehomogénnyhfáz v silne korelovanýh systémoh. Autori ukázali, ºe fázový diagram základného sta-vu neutrálneho prípadu v rovine nf − U pozostáva z mnoºstva nehomogénnyh fáz,vrátane r�znyh segregovanýh a £iarovýh ²truktúr. Segregované fázy, axiálne £iarové²truktúry a r�zne diagonálne ²truktúry, pritom tvoria najvä£²ie oblasti stability, ako jevidie´ na zjednodu²enom fázovom diagrame (Obr. 3). Príklady základnýh stavov namrieºke L = 16× 16, ktoré patria pod©a diagramu Obr. 3 do spomínanýh oblastí súuvedené na Obr. 47 a boli získané simulovaným ºíhaním.
(b) Nf=96, Nd=96, U=4(a) Nf=64, Nd=64, U=8 (c) Nf=112, Nd=112, U=4

Obrázok 47: Reprezentatívne f elektrónové kon�guráie, ktoré sú základným stavom modelu namrieºke L = 16×16 a pre parametre uvedené nad obrázkami. Pod©a fázového diagramu Obr. 3 patriatieto kon�guráie do oblasti: (a) segregovanýh fáz, (b) £iarovýh axiálnyh ²truktúr, () r�znyhdiagonálnyh ²truktúr. 76



Pomoou kanonikého Monte Carla sme sa pokúsili zodpoveda´ stále aktuálnu otáz-ku, £i sú tieto fázy stabilné aj pri nenulovýh teplotáh. Na základe ²túdia tepelnejkapaity (3.35), parametra usporiadania (4.51) a priemernýh f elektrónovýh usporia-daní sme do²li k záveru, ºe k teplotou indukovanému prehodu z fázy, ktorá zodpovedáusporiadaniu základného stavu, do neusporiadanej fázy, dohádza priamo, alebo ne-priamo ez inú prehodovú fázu. Príkladom priameho prehodu je vývoj segregovanejfázy, ktorá je základným stavom modelu za podmienok nf = nd = 1/4 a U = 8(Obr. 47a). Pre tieto parametre je na Obr. 48 vynesená závislos´ tepelnej kapaity odteploty pre r�zne ve©kosti mrieºky. Ako nazna£uje vloºený priebeh parametra uspo-riadania, nízkoteplotné maximum, ktoré rastie s mrieºkou, je spojené s prehodom zusporiadanej do neusporiadanej fázy. Priemerná f elektrónová kon�guráia pre teplo-
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f = 2

√

Sq[π, π], ktorý v ²ahovniovej fáze predstavujerozdiel f elektrónovej obsadenosti podmrieºok A a B.²truktúra Obr. 47. Tepelná kapaita (Obr. 50) vykazuje tri maximá pri rozdielnyhteplotáh. �iroké vysokoteplotné maximum je evidentne Shotkyho typu. Podstatudvoh nískoteplotnýh maxím je moºné odhali´ z teplotného priebehu priemernýh felektrónovýh kon�guráií (Obr. 51). Pri teplote nad teplotou oboh nízkoteplotnýhmaxím je systém homogénny. Pre teplotu τ = 0.038, ktorá leºí medzi teplotami nízko-teplotnýh maxím má priemerná f elektrónová kon�guráia ²ahovniové usporiadanie.78
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τ ∼ 0.0175 poukazuje na nespojitý fázový prehod, naopak (b) jednoduhá jednomaximová ²truktúrav oblasti τ ∼ 0.076 poukazuje na spojitú zmenu fázy.Poukazuje to na to, ºe stredné maximum je spojené s prehodom z neusporiadanej do²ahovniovej fázy. To potvrdzuje aj priebeh parametra nA−B

f = 2
√

Sq[π, π], ktorýv ²ahovniovej fáze predstavuje rozdiel f elektrónovej obsadenosti podmrieºok A a
B. Tento parameter dosahuje svoje maximum pri teplotáh, ktoré leºia medzi polo-hami nízkoteplotnýh maxím tepelnej kapaity. Pre niº²ie teploty nA−B

f prudko klesá,²ahovniová fáza sa teda mení na iné usporiadanie. Druhé nízkoteplotné maximum sú-visí s prehodom zo ²ahovniovej fázy do fázy ktorá zodpovedá základnému stavu, akoje to zrejmé aj z priemernej f elektrónovej obsadenosti pre teplotu o málo niº²iu akoje poloha tohto maxima. Dvojmaximová ²truktúra P (E) pre teploty na okolí maximav C (Obr. 52a), ktoré súvisí s touto zmenou, jasne ukazuje, ºe ide o nespojitý fázovýprehod, kým prehod so ²ahovniovej fázy do neusporiadanej fázy je pod©a priebehu
P (E) spojitý (Obr. 52b). Je zaujímavé, ºe tak jednoduhý model akým je konven£-79



ný model Faliova-Kimballa v neutrálnom prípade dokáºe popísa´ taký netriviálny ar�znorodý priebeh nábojového usporiadania na teplote.Problematikou tepelnej stability r�znyh nehomogénnyh fáz (vrátane axiálnyh£iarovýh fáz) v neutrálnom prípade sa na¤alej zaoberáme, podrobnej²ie výsledky pretobudú predmetom publikáie, ktorá sa zatia© len pripravuje.4.2.5 Fázové prehody v trojrozmernom modeli Faliova-KimballaK ²túdiu vplyvu dimenzie na vlastnosti konven£ného modelu Faliova-Kimballa náspriviedli predov²etkým teoretiké práe venované tomuto modelu v poslednýh desa´-ro£iah, kde sa na ²túdium jeho vlastností vyuºívala metóda dynamikého strednéhopo©a (DMFT). Táto metóda vzi²la z potreby praktikej analytikej metódy pouºite©nejpre silne korelované systémy, kde jednoduh²ie metódy stredného po©a (ako napríkladmetóda Hartreeho-Foka) nie sú dobrou aproximáiou a stala sa jednou z naj£astej²iepouºívanýh metód pri ih popise. DMFT stojí na dvoh d�leºitýh pilieroh. Prvýmje pouºitie nekone£nej dimenzie [96℄, respektíve mrieºky s nekone£ným koordina£ným£íslom (kaºdý mrieºkový bod má nekone£ne ve©a susedov). Správne ²kálovanie para-metrov nenarú²a v nekone£nej dimenzii súperenie kinetikej energie a oulombovskejinterakie a teda zahováva koreláie. Zárove¬ pouºitie nekone£nej dimenzie výraznezjednodu²uje po£ítanie termodynamikýh veli£ín. Druhým pilierom je fakt, ºe mate-matiky je moºné v nekone£nej dimenzii modely pre silne korelované systémy previes´na modely homogénneho prostredia s prímesou, ako je AIM (z anglikého AndersonImpurity Model) [97℄. Tieto modely sa rie²ia podstatne jednoduh²ie ako napríkladHubbardov model a zárove¬ je do nih moºné prida´ ²pei�káiu konkrétneho mate-riálu a teda pouºi´ DMFT na popis reálnyh materiálov. D�leºitým faktom je, ºe premodel Faliova-Kimballa v nekone£nej dimezii je DMFT exaktnou metódou. Naviasa v²eobene predpokladá, ºe výsledky získané v nekone£nej dimenzii sú blízke výsled-kom získaným pri pouºití trojrozmernýh mrieºok. Tento predpoklad sme sa rozhodlikonfrontova´ s reálnymi výsledkami a zárove¬ podrobnej²ie pre²tudova´ termodynami-ku modelu Faliova-Kimballa v D = 3. Na²e ²túdium sme obmedzili na symetrikýprípad (µ = U/2, Ef = 0), kde nie je nutné po£íta´ hemiký poteniál a zárove¬80



existuje v literatúre pre neho mnoºstvo spo©ahlivýh výsledkov nielen v D =∞ ale ajpre D = 2 a D = 1. Ako uº bolo spomínané základným stavom konven£ného modeluFaliova-Kimballa v symetrikom prípade pre U > 0 je v kaºdej dimenzii ²ahovniovéusporiadanie [98℄. Toto usporiadanie pritom pretrváva aj pri nenulovýh teplotáh akoukázali práe v D = 2 a D = ∞ [31, 18℄. K podobnému záveru sme dospeli aj pri²túdiu r�znyh termodynamikýh veli£ín v D = 3. Na Obr. 53a je typiká ukáºka te-pelnej kapaity CV,N (3.29) ako funkie teploty v D = 3 pre U = 2. V oblasti kde CV,Nvykazuje ostré nízkoteplotné maximu, ktoré rastie s mrieºkou, sa ²truktúrny faktor
Sq(Q) =

1

2L

∑

j,k

eiQ(Rj−Rk) (wjwk) , (4.53)(Q = [π, π]) mení z hodnoty 1 na ∼ 0. To indikuje, ºe nízkoteplotné maximum jespojené z rozbitím ²ahovniovej ²truktúry a ºe je moºné jeho polohu pouºi´ na odhadkritikej teploty τc fázového prehodu z usporiadanej do neusporiadanej fázy. Kritikú
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Obrázok 53: (a) Ukáºka typikého priebehu tepelnej kapaity konven£ného modelu Faliova-Kimballa na teplote pre U = 2 a r�zne ve©kosti mrieºky v D = 3. Vloºený obrázok predstavuje²truktúrny faktor (4.53) ako funkiu teploty. (b) Ukáºka nábojovej suseptibility χ = β(
〈

S2
q

〉

−〈Sq〉2)konven£ného modelu Faliova-Kimballa na teplote pre U = 8 a r�zne ve©kosti mrieºky v D = 3.Vloºený obrázok zobrazuje detail Binderovýh kumulantov v oblasti ih priese£níka. Zvislá £iarapredstavuje kritikú teplotu odhadnutú z polohy maxima CV,N pre U = 8. Táto teplota koiniduje spolohou priese£níka Binderovýh kumulantov.teplotu sme odhadovali aj z polohy maxima nábojovej suseptibility χ = β(
〈

S2
q

〉

−〈Sq〉2)a priese£níka Binderovýh kumulantom. Príklad týhto veli£ín je vynesený na Obr. 53bpre U = 8, kde je vo vloºenom obrázku zakreslená zvislou £iarou kritiká teplota odhad-nutá z polohy maxima tepelnej kapaity pri rovnakej hodnote U . Odhadnutá kritiká81



teplota dobre koiniduje s polohou priese£níku Binderovýh kumulantov. Získane kri-tiké teploty sme pouºili na skon²truovanie závislosti τc od U (Obr. 54). Táto závislos´sa dá £íta´ aj ako fázový diagram v rovine U − τ , kde pod krivkou je stabilná ²ahov-niová fáza a nad ¬ou neusporiadaná fáza. Pre porovnanie sú na Obr. 54 vynesenéspolu s kritikými hodnotami pre D = 3 aj kritiké teploty pre D = 2 prevzaté z práe[31℄ a D = ∞ prevzaté z práe [99℄. Tu je potrebné upozorni´, ºe aby bolo moºnéporovna´ kritiké teploty v r�znyh dimenziáh sú veli£iny na Obr. 54 vynesené v jed-notkáh t′ = 2t
√

D namiesto t [96℄. Mimo limity slabej oulombovskej interakie platí,ºe kritiké teploty v D = 3 sú podstatne vy²²ie ako v D = 2 a podstatne niº²ie ako v
D =∞. Zárove¬ sa s rastúou dimenziou posúva k vy²²ím hodnotám aj oulombovskáinterakia pri ktorej dosahuje kritiká teplota ako funkia U maximum.
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kon²tantné pre teploty blízke nule, ale v oblasti na okolí kritikej teploty, D prudkorastie s teplotou pre U = 2 a klesá pre U = 8. Podobný priebeh dvojnásobnej obsa-denosti bol pozorovaný aj v D = 2 [30℄. Ako sme ukázali, model Faliova-Kimballa v
D = 3 vykazuje pre U = 2 nespojitý fázový prehod a ke¤ºe dvojnásobná obsadenos´ma kvalitatívne ten istý priebeh ako potenionálna energia Ep = UD o£akávame, ºev termodynamikej limite bude zmena D v oblasti τc nespojitá. Dvojnásobná obsade-nos´ nad τc pre U = 2 monotónne rastie, £o súvisí s teplotným pohybom f elektrónov.Zloºitej²ia je teplotná závislos´ D pre U = 8. Aby bolo moºné pohopi´ minimum v
D je potrebné sa pozrie´ na teplotný priebeh kinetikej energie (vloºený obrázok). Távykazuje lokálne maximum pribliºne v oblasti tepl�t, kde je D minimálne. To znamenáºe v tejto oblasti je d elektrónový podsystém �via lokalizovaný� ako v usporiadanejfáze, zárove¬ teplotné exitáie e²te zásadne nepotla£ili vplyv U . Výsledkom toho je,ºe d elektróny, napriek neusporiadanej fáze, výrazne uprednost¬ujú v kon�guráiah,ktoré vstupujú do teplotnýh strednýh hodn�t polohy neobsadené f elektrónmi. Tosa prejaví ako minimum v dvojnásobnej obsadenosti.
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len o málo vy²²ie ako kritiká teplota pozorovali, ºe DOS závisí od teploty len ve©mimálo. To nám umoºnilo ²tudova´ DOS v homogénnej fáze pri τ = ∞, kde sme boli
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D. �iernou farbou sú vynesené hustoty stavov po£ítané pri otvore-nýh podmienkah, £ervenou pri periodikýh. V nekone£nej dimenzii bola hustota stavov po£ítanametódou DMFT pre hyperkubikú (vynesená £iernou farbou) a Betheo mrieºku (vynesená modroufarbou).zásadný vplyv na popis reálnyh materiálov. Na základe popísanýh skuto£ností si do-volíme tvrdi´, ºe kým v limite slabej interakie je DOS v D =∞ dokona kvalitatívnebliº²ie k D = 3 ako DOS v D = 2 alebo D = 1, tak v limite silnej interakie je potrebnépristupova´ opatrne k pouºitiu nekone£nej dimenzie na popis reálnyh trojrozmerýhmateriálov.
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5 ZáverNosnou témou na²ej práe bolo ²túdium nábojového a spinového usporiadania v silnekorelovanýh systémoh. S nábojovým a spinovým usporiadaním súvisí aj na²e ob-siahle ²túdium r�znyh fázovýh prehodov, prehodov kov-izolátor, ako aj valen£nýhprehodov. Pri popise týhto javov sme vyhádzali z modelu Faliova-Kimballa a ajpreto na²e ²túdium viedli dve hlavné motiváie. Prvou z nih bolo priblíºi´ tento jedno-duhý model k reálnym materiálom tak, aby sa zásadným sp�sobom neskomplikovalojeho rie²enie. Táto snaha si v prvom rade vyºaduje preskúma´ r�zne interakie, ktorém�ºu hra´ d�leºitú úlohu v silne korelovanýh systémoh, preto sme sa venovali ²tú-diu modelu Faliova-Kimballa zov²eobeneného o r�zne lokálne a nelokálne interakie.Druhou motiváiou bolo mnoºstvo otvorenýh otázok týkajúih sa samotného mode-lu Faliova-Kimballa, predov²etkým otázky spojené s termodynamikými vlastnos´amitohto modelu. Takou je napríklad hovanie modelu v kovovej fáze, alebo tepelná sta-bilita r�znyh nehomogénnyh usporiadaní. Z poh©adu ²túdia reálnyh materiálov jerovnako d�leºitou aj otázka vplyvu dimenzie na termodynamiké vlastnosti tohto mo-delu, ²peiálne na fázové prehody.K najd�leºitej²ím výsledkom, ktoré sme pri na²om ²túdiu dosiahli, patrí napríkladzáver, ºe nelokálne interakie majú zásadný vplyv na základný stav modelu Faliova-Kimballa, kde stabilizujú segregovanú fázu a uº ih malá zmena m�ºe vies´ k drama-tikým zmenám v f elektrónovej obsadenosti. Podobné závery platia aj pre prehodykov-izolátor, ktoré sa pri uváºení nelokálnyh interakií objavujú aj v oblastiah pa-rametrov (stredne silná interakia U), kde je konven£ný model izolátorom. Nelokálneinterakie zárove¬ umoº¬uje popísa´ r�zne ²pei�ké valen£né prehody pozorované vreálnyh materiáloh, ako je napríklad zmena valen£nosti indukovaná tlakom v SmS.Ukázali sme, ºe model Faliova-Kimballa obohatený o spinovú interakiu medzi lo-kalizovaným a itinerantným podsystémom dokáºe popísa´ formovanie nehomogénnyhnábojovýh a spinovýh ²truktúr, ako sú napríklad £iarové usporiadania experimen-tálne pozorované aj vo vysokoteplotnýh supravodi£oh a materiáloh vykazujúihkolosálnu magnetorezisteniu. Kone£ná interakia Uff zase umoº¬uje vznik exotikej88



fázy CDW, kde dohádza k lokálnemu párovaniu f elektrónov a ktorá má svoj obraz ajv d elektrónovom podsystéme. Táto fáza je pritom stabilná nielen v základnom stave (ato aj v realistikej limite Uff > U), ale pretrváva aj pri nenulovýh teplotáh. Naviasme ukázali, ºe CDW fázu v f a d elektrónovom podsystém v základnom stave nerozbí-ja ani malá nenulová hubbardovská interakia Udd. �túdium teplotnej stability r�znyhnehomogénnyh spinovýh a nábojovýh usporiadaní nás doviedlo k nesymetrikémuprípadu modelu Faliova-Kimballa. Na efektívne skúmanie tejto oblasti sme rozprao-vali ²peiálne vzorkovanie pre kanoniké Monte-Carlo. V¤aka nemu sa nám podarilopodrobne preskúma´ termodynamiké vlastnosti oblasti, kde má základný stav modeluFaliova-Kimballa za podmienky nf + nd = 1 kovový harakter. Poukázali sme narozdielny priebeh tepelnej kapaity v kovovej fáze v D = 1 a D = 2, kde sme v D = 1popísali doteraz nepozorované nízkoteplotné maximum súvisiae s �uktuáiou elektró-nov medzi f a d podsystémom. Výsledky poukazujú na to, ºe toto maximum sa v
D = 2 v termodynamikej limite neobjaví. Tak v D = 1 ako aj v D = 2 sme pozorovaliteplotný priebeh koe�ientu γ = C/τ , ktorý zodpovedá hovaniu ne-Fermiho kvapaliny.S nesymetrikým prípadom súvisí aj ²túdium takzvaného neutrálneho prípadu, kedy
nf = nd. Pre túto podmienku sme sa pokúsili rozrie²i´ otázku tepelnej stability r�znyhnehomogénnyh fáz známyh z fázového diagramu základného stavu. Ukázali sme, ºek prehodu z fázy základného stavu do neusporiadanej fázy dohádza priamo, alebonepriamo ez prehodové usporiadanie. Príkladom priamej zmeny je spojitý fázový pre-hod pozorovaný pre segregovanú fázu (U = 8, nf = nd = 1/4). Príkladom nepriamejzmeny je teplotný priebeh usporiadaní pre U = 4, nf = nd = 7/16, kde s narasta-júou teplotou dohádza najprv k nespojitému fázovému prehodu z fázy základnéhostavu do ²ahovniovej fázy a aº potom sa spojite mení ²ahovniové usporiadanie nanehomogénnu fázu. Otázka vplyvu dimenzie na termodynamiké vlastnosti modeluFaliova-Kimballa nás doviedla k ²túdiu symetrikého prípadu bezspinového modelu v
D = 3. Tu sa nám podarilo ukáza´, ºe dimenzia má zásadný vplyv na fázové preho-dy z usporiadanej do neusporiadanej fázy, ke¤ posúva fázové prehody prvého druhudo podstatne vy²²íh hodn�t U ako je tomu v D = 2. Zásadný vplyv dimenzie smediskutovali aj pre hustotu stavov d elektrónov v homogénnej fáze (nad kritikou tep-89



lotou). Interakie medzi f a d elektrónovým podsystémom vedú v D = 3 k výraznýmdetailom v hustote stavov, ktoré ale úplne absentujú v hustote stavov v nekone£nejdimenzii. Tento fakt m�ºe zohra´ d�leºitú úlohu pri ²túdiu reálnyh materiálov, pripopise ktorýh sa £asto pouºíva nekone£ná dimenzia.Predloºenou práou sme samozrejme ani z¤aleka nepokryli v²etky moºnosti ²tú-dia nábojovýh a spinovýh usporiadaní v silne korelovanýh systémoh. Na¤alej savenujeme napríklad teplotnej stabilite r�znyh nehomogénnyh fáz a zvládnutie kvan-tového SSE Monte-Carla nám umoºnilo ²tudova´ vplyv kvantovýh spinov. Poslednéroky ukázali, ºe aj ke¤ bol uº model Faliova-Kimbala pouºitý na popis desiatok roz-li£nýh problémov, jeho aplika£ný poteniál stále nie je vy£erpaný. Nedávno bol modelFaliova-Kimballa úspe²ne pouºitý na popis ultra studenýh fermiónovýh atómov voptikýh mrieºkah [101℄ a uºito£ný je aj pri ²túdiu r�znyh nerovnováºnyh dejov vsilne korelovanýh systémoh [102℄. Práve týmto smerom by sa malo v blízkej budú-nosti ubera´ na²e ²túdium.
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The influence of lattice defects $vacancies) on the ground-state proper-

ties of the spinless Falicov–Kimball model is studied by a well-controlled

numerical method in two dimensions. It is shown that in the presence of

vacancies $distributed randomly) the ground states of the Falicov–Kimball

model are phase separated for small f -electron concentrations n� and ex-

hibit the long-range order for n� near the half-filled band case n� = 1/2. In

addition, the dependence of average f -orbital occupancy on the concentra-

tion of vacancies is calculated for a wide range of model parameters. The

resultant behaviours are used to interpret the experimental data obtained

for the mixed-valence system Sm��xB6.

PACS numbers: 75.10.Lp, 71.27.+a, 71.28.+d, 71.30.+h

1� Introduction

The Falicov–Kimball model (FKM) [1] was introduced in 1969 to describe

metal–insulator transitions in rare-earth and transition-metal compounds and later

it has been used successfully to study a great variety of many-body effects, of

which valence transitions, charge-density waves and electronic ferroelectricity are

the most common examples [2, 3]. The Hamiltonian of the model can be written

as a sum of three terms

H =
�

�i�j�

tijd
�

i dj + U
�

i

f�

i fid
�

i di + Ef

�

i

f�

i fi� (1)

where f�

i , fi are the creation and annihilation operators for an electron in the lo-

calized state at lattice site i with binding energy Ef and d�

i ,di are the creation and

annihilation operators of the d-electrons hopping between the nearest-neighbour

sites with hopping probability t. The second term represents the on-site Coulomb

interaction between the d and f electrons.

(291)
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In the present paper we study the influence of lattice defects (vacancies) on

the ground state (GS) of the spinless FKM with the aim to describe the valence

transition behaviour of Sm ions in the Sm1�xB6 compound. The defect is repre-

sented here by a vacancy without any additional impact on the lattice structure.

This is a good approximation because the crystal structure of non-stoichiometric

compound Sm1�xB6 remains stable over a broad range of vacancy concentrations

(up to 30() [4, 5].

From the numerical point of view there is only one fundamental difference

between the FKM with and without vacancies, and namely, that in the model

with vacancies the hopping matrix amplitudes should be changed in such a way

that the electron transitions to the vacant sites are forbidden, i.e., tij = 0 if i or

j represents the position of vacant site. Since in the spinless version of the FKM

the operator f�
i fi commutes with the total Hamiltonian (1), it can be replaced by

a classical variable wi, taking only two values: 1 or 0, according to whether or not

the site i is occupied by the localised f electron. Then the Hamiltonian (1) can be

written as H =
�

�i�j� hijd
�
i dj + Ef

�
i wi, where hij(w
 v) = tij + Uwiδij . This

Hamiltonian is for a given f -electron configuration w and a given distribution of

vacancies v the second-quantised version of the single-particle Hamiltonian, so the

investigation of the model is reduced to the investigation of the spectrum of h for

different w and v. We consider only the case Nf + Nd + Nv = L (where Nf , Nd,

Nv and L are the total number of f electrons, d electrons, vacancies and lattice

sites, respectively), which is the point of special interest for the valence transitions,

caused by promotion of electrons from the localised f orbitals (fn � fn�1)to the

conduction band states.

2� Results and discussion

To study the GS properties of the model we have used a well-controlled

numerical method elaborated recently by one of the present authors [6]. The

numerical calculations have been done for a wide range of the Coulomb interactions

in order to represent the typical behaviour of the model in the weak (U = 0.5, 1

and 2), intermediate (U = 4) and strong coupling limit (U = 8, 10). At fixed Nv

the GS configurations corresponding to Nf = 0
 1 . . . L�N�

2
were calculated for a

set of hundred random distributions of vacancies for each selected U . The same

procedure was repeated on several different clusters and it was found that the

main features of the GS configurations hold on all examined lattices and thus can

be used satisfactorily to represent the behaviour of macroscopic systems.

The representative types of GS configurations are displayed in Fig. 1. We

have found that for the weak interactions, small densities of vacancies nv = N�

L

and small densities of f electrons nf =
N�

L�N�

(nv ≤ 1/8
 nf < 1/12 for U ≤ 1

and nv ≤ 1/8
 nf < 1/16 for U = 2) the GS configurations of the model are

the n-molecular phases (the four-molecular phases and the two-molecular phases).

In the area of 1/12 < nf < 1/2 for U ≤ 1 and 1/16 < nf < 1/2 for U = 2

101



The Influence of Lattice Defects . . . 293

Fig. 1. Representative types of GS configurations for U = 1� 2, L = 144 and various nv

and N� . � represents a vacancy, • �∙) represents a position of occupied �unoccupied) f

orbital.

the GS configurations are the quasi-homogeneous phases and near nf ≈ 1/2 the

perturbed chessboard phases minimise the GS energy. The increase in U and nv

suppresses the area of stability of n-molecular phases that vanish entirely for U > 4

or nv ≈ 1/4.

Having the complete set of GS configurations for all f -electron concentrations

nf ≤ 1/2 and all accessible concentrations of vacancies nv ≤ 1/4 on finite two-

-dimensional clusters of L = 36 and L = 64 sites we have calculated also the

average f -electron occupancy nav

f as a function of Ef by averaging over the set of

hundred randomly chosen distributions of vacancies. Typical results of numerical

simulations are shown in Fig. 2 and Fig. 3a and they clearly demonstrate that

with increasing nv the staircase structure of the conventional FKM is gradually

suppressed and the valence transitions become smoother.

Depending on the values of model parameters U and Ef we have observed

that nav

f as a function of nv can increase or decrease. To do the quantitative com-

parison with experimental data obtained for mixed-valence compound Sm1�xB6

[4] we have selected U = 2 and Ef = 0.444 that models (as our previous results

showed [2]) very well the real situation in SmB6 compound (nf ≈ 0.47). The

resultant theoretical and experimental behaviours are shown in Fig. 3b and one

can see a nice quantitative correspondence between them. This result shows that
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Fig. 2. Dependence of the average f -electron occupation number nav

� on the f -level

position E� for nv = 1/4 and nv = 0 for U = 0.5, 4, and 8.

Fig. 3. !a) Dependence of the average f -electron occupation number nav

� on the

f -level position E� for different nv. !b) Dependence of nav

� on nv. ! ) Experimental

data obtained for Sm��xB6 [4], !×, �) theoretical data obtained for L = 36, 64.

the spinless FKM in spite of its relative simplicity can yield the correct physics for

description of complex mixed-valence systems, like Sm1�xB6.
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The small-cluster exact-diagonalizations are used to study the ground

states of the Falicov–Kimball model extended by nonlocal Coulomb interac-

tions *the nearest-neighbour interaction Unn and the correlated hopping t�).

It is shown that the ground-state phase diagrams found for the conventional

Falicov–Kimball model are strongly changed when the nonlocal interactions

are added. This is illustrated for two selected values of the on-site Coulomb

interaction *U) that represent typical behaviours of the model in the in-

termediate and strong coupling limit. A number of remarkable results are

found. *i) The phase separation takes place for a wide range of Unn and t� in

both interaction limits. *ii) New types of inhomogeneous charge ordering are

observed for nonzero Unn and t�. *iii) Depending on the values of Unn and

t�, the model is able to describe both the continuous as well as discontinuous

changes of the f -electron occupation number.

PACS numbers: 75.10.Lp, 71.27.+a, 71.28.+d

1� Introduction

Since its introduction in 1969, the Falicov–Kimball model �FKM) has be-

come an important standard model for the description of correlated fermions on a

lattice. The model was originally proposed to describe the metal–insulator transi-

tions in the rare-earth and transition-metal compounds [1]. Later it has been used

to study such phenomena as alloy formation, mixed valence and electronic ferro-

electricity [2]. Recent theoretical studies of the spinless version of FKM showed

that although this model is relatively simple, it can yield the correct physics for

describing the ground states of rare-earth and transition-metal compounds [2]. On

the other hand, it should be noted that the conventional FKM neglects all nonlocal

interactions and thus it is questionable whether above mentioned results persist

also in more realistic situations when nonlocal interactions will be turned on. In

this paper we examine effects of the nearest-neighbour Coulomb interaction Unn

�287)
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between f and d electrons in a combination with correlated hopping term t�, that

are of the same order. The fundamental question that we would like to answer

here is whether or not these nonlocal interactions can describe discontinuous va-

lence transitions from an integer/intermediate valence state with nf > 0.5 to an

intermediate valence state with nf < 0.5, as observed experimentally in some rare-

-earth compounds, e.g., SmS. Thus our starting Hamiltonian has the form

H = t
�

�i�j�

d�

i dj + t�
�

�i�j�

&f�

i fi + f�

j fj)d
�

i dj + U
�

i

f�

i fid
�

i di

+Unn

�

�i�j�

f�

j fjd
�

i di


where f�

i &fi) are the creation &annihilation) operators for an electron in the lo-

calised state at lattice sites i and d�

i &di) are the creation &annihilation) operators

of the itinerant spinless electrons in the d-band Wannier state at site i. The first

term is the kinetic energy corresponding to quantum mechanical hopping of d-

electrons between the nearest-neighbour sites i and j. The second term is the

correlated hopping term. The influence of this term on the ground states has been

studied recently in [3]. The third term is the on-site Coulomb interaction between

the d-band electrons with density nd = 1

L

�
i d�

i di and f electrons with density

nf = 1

L

�
i f�

i fi, where L is the number of lattice sites &in this paper we consider

the half-filled band case nf + nd = 1). Finally, the last term is just the nonlocal

Coulomb interaction between d electron on site i and f electrons on the nearest

neighbour sites &the similar subject, the influence of nonlocal f−f interaction on

the ground states of the FKM has been studied in [4]). Since the f -electron den-

sity operator f�

i fi commutes with the Hamiltonian, f�

i fi can be replaced by the

classical variable wi = 0, 1 and then the exact-diagonalization technique, or well-

-controlled numerical method [5] can be used directly to study the ground states

of the Hamiltonian.

2� Results and discussion

To study the influence of Unn and t� on the ground-state properties of the

FKM in 1D we have performed an exhaustive numerical study of the model for

U = 2 and U = 8 and for a wide range of Unn as well as t� on different clusters

up to L = 24. Since both nonlocal interaction terms are of the same order, we

consider here only the case Unn = t�. To separate contributions from Unn and t�,

we have started our study with the case t� = 0. The obtained phase diagrams in

nf−unn plane &unn = Unn/U) are displayed in Fig. 1.

Our results clearly demonstrate that already relatively small changes of unn

can produce large changes in the ground-state f -electron distributions. Indeed, for

U large we have found that already values of Unn around 60 times smaller than U

&uc
nn = 0.015) are able to destroy fully the most homogeneous &wMH) distributions

of f electrons &that are the ground states of the conventional FKM in the strong
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Fig. 1. Ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by Unn and t� for

U = 8 and U = 2 �for L = 24). �∙) wM�, �◦) ws, �Δ) wPs, and �+) wh distributions.

The exact diagonalisation results.

coupling limit for all nf ). It is interesting that only two configuration types are

stabilised above uc
nn
. The first configuration type �wh) is formed by the homo-

geneous distribution of 1100 and 10 clusters �e.g., 110010011001001100100100 for

Nf = 10, 110011001100110011001100 for Nf = 12). The second type of config-

urations determined in the phase diagram �for U = 8) are the segregated �ws)

configurations �all f electrons clump together), that are preferred as a ground

state for all nf started at unn = 0.016. The same behaviour, and namely, by

unn induced transitions from regular to phase segregated distributions, holds also

for smaller values of U �U = 2). In this region the ground-state phase diagram

is formed by the wMH configurations �∙), the ws configurations �◦), the weakly

perturbed segregated �wPs) configurations ��) �e.g., 111100000010000000000000,

111111110010010000000000) and wh distributions �+).

Let us now examine the case when both unn and t� are switched on. In Fig. 1

we present the ground-state phase diagrams obtained for U = 8 and U = 2. One

can see that the strong coupling phase diagram �U = 8) is practically identical

to the case of t� = 0. For both cases the basic structure of the phase diagrams is

formed by two configuration types �wMH and ws) and only one difference is that the

stability region of ws configurations shifts to lower values of unn. Qualitatively the

same picture is observed also for smaller values of U �U = 2). Again the segregated

region is stabilised for nonzero values of correlated hopping, and in addition the

stability region of wh configurations considerably increases. Having the complete

set of ground-state configurations we tried to construct the comprehensive picture

of valence transitions within the FKM extended by nonlocal interactions. Since

relatively large finite-size effects have been observed on clusters up to L = 24

sites, we have used a well-controlled numerical method to construct the nf �Ef )

behaviour. Representative examples of nf �Ef ) behaviour obtained for various

combinations of unn and t� are shown in Fig. 2. For zero values of unn and t� the

valence transition has the typical staircase structure �the conventional FKM). By

switching on unn and t� it is possible to induce the continuous valence transition

�unn �= 0), or a sequence of several discontinuous and continuous transitions �t� �=

0). From the theoretical and experimental point of view the most interesting
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Fig. 2. Dependence of the f -electron occupation number n� on the f -level position E�

for L = 60 and 120 at U = 0�5, depicted for different values of Unn and t�.

valence changes are induced when both unn and t
� are switched on simultaneously.

In this case there is only one discontinuous valence transition from an integer

valence state nf = 1 to an intermediate valence state nf < 0.5 and above the

transition point the occupation number nf changes continuously.

This picture is in a nice correspondence with experimental data obtained

for the mixed valence compound SmS [6]. Thus we can conclude that nonlocal

interactions $unn and t
�) play the crucial role in description of the ground-state

properties of the spinless FKM and they should not be neglected in the correct

description of real materials with correlated electrons.
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A combination of small-cluster exact diagonalizations and a well-controlled approxima-
tive method is used to study the ground states of the Falicov–Kimball model extended
by nonlocal Coulomb interaction �U�o�). It is shown that the ground-state phase di-
agram as well as the picture of valence and metal–insulator transitions found for the
conventional Falicov–Kimball model are strongly changed when the nonlocal Coulomb
interaction is added. This is illustrated for three selected values of the on-site Coulomb
interaction �U) that represent typical behaviors of the model for small, intermediate and
strong interactions. A number of remarkable results are found: �i) the phase separation
takes place for a wide range of U�o� in all three interaction limits; �ii) in the weak
and intermediate coupling limit, the model exhibits the nonlocal Coulomb interaction–
induced insulator–metal transition; �iii) depending on the value of U�o�, the model is
able to describe both the continuous and the discontinuous changes of the f -electron
occupation number; �iv) new types of inhomogeneous charge ordering �including various
types of axial and diagonal stripes) are observed for nonzero U�o�.

Keywords: Valence transitions; metal–insulator transition; inhomogeneous charge order-
ing; Falicov–Kimball model.

PACS numbers: 75.10.Lp, 71.27.+a, 71.28.+d

1. Introduction

In the past few decades, a considerable amount of effort has been devoted to

understanding the multitude of anomalous physical properties of rare-earth and

transition-metal compounds.1–3 Recent theoretical works based on exact numeri-

cal and analytical calculations have shown that many of these anomalous features,

e.g., mixed valence phenomena or metal–insulator transitions, can be described

very well within different versions of the Falicov–Kimball model 3FKM).4–6 For

example, it was found that the spinless FKM, in the pressure-induced case, can

describe both types of intermediate-valence transitions observed experimentally in
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rare-earth compounds: a discontinuous insulator–insulator transition for sufficiently

strong interactions7 and a discontinuous insulator–metal transition for weak in-

teractions.8 In addition, at nonzero temperatures, this model is able to provide

the qualitative explanation for anomalous large values of the specific heat coeffi-

cient and for extremely large changes of electrical conductivity9,10 found in some

intermediate-valence compounds 3e.g., SmB6). Moreover, the spin-1/2 version of the

FKM has been used successfully for a description of a discontinuous intermediate-

valence transition 3accompanied by a discontinuous insulator–metal transition) in

SmS,11,12 as well as for a description of an anomalous magnetic response of the

Yb-based valence-fluctuating compounds.13 In the last few years, the spinless/spin-

1/2 FKM has been extensively studied in connection with the exciting problem of

inhomogeneous charge/spin ordering in the strongly correlated electron systems,

and it was found that this relatively simple model can describe various types of

charge/magnetic superstructures.14–19

These results show that the FKM could, in principle, yield the correct physics

for describing rare-earth compounds. On the other hand, it should be noted that

the conventional FKM neglects all nonlocal interaction terms and thus it is ques-

tionable whether the above-mentioned results persist in more realistic situations

where nonlocal interactions will be turned on. The first important nonlocal inter-

action term obviously absent in the conventional FKM is the term of correlated

hopping in which the d-electron hopping amplitudes tij between the neighboring

lattice sites i and j depend explicitly on the occupancy 3f�
i fi) of the f -electron

orbitals.20–22 Our previous papers23,24 showed that this term plays the crucial role

in a description of the ground states and so it should not be neglected in the correct

description of real materials with correlated electrons. In this paper, we examine

effects of the other nonlocal interaction term, the nearest-neighbor Coulomb inter-

action between the localized f and itinerant d electrons, which is of the same order

as the term of correlated hopping. Thus, our starting Hamiltonian has the form

H =
�

�i�j�

tijd
�
i dj + U

�

i

f�
i fid

�
i di + Unon

�

�i�j�

f�
j fjd

�
i di + Ef

�

i

f�
i fi 	 31)

where f�
i 	 fi are the creation and annihilation operators for an electron in the

localized state at lattice sites i with binding energy Ef , and d�
i 	 di are the creation

and annihilation operators of the itinerant spinless electrons in the d-band Wannier

state at site i.

The first term of Eq. 31) is the kinetic energy corresponding to quantum-

mechanical hopping of the itinerant d electrons between the nearest-neighbor sites

i and j. These intersite hopping transitions are described by the matrix elements

tij , which are −t if i and j are the nearest-neighbors and zero otherwise 3in the

following, all parameters are measured in units of t). The second term is the on-site

Coulomb interaction between the d-band electrons with density nd = 31/L)
�

i d�
i di

and the localized f electrons with density nf = 31/L)
�

i f�
i fi, where L is the num-

ber of lattice sites. The third term is just the nonlocal Coulomb interaction between
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the d electron at site i and f electrons at the nearest-neighbor sites. The last term

stands for the localized f electrons whose sharp energy level is Ef .

Since in this spinless version of the FKM without hybridization, the f -electron

occupation number f�

i fi of each site i commutes with the Hamiltonian 11), the

f -electron occupation number is a good quantum number, taking only two values,

wi = 1 or 0, according to whether or not the site i is occupied by the localized f

electron. Therefore, the Hamiltonian 11) can be written as

H =
�

�i�j�

hij1w)d�

i dj + Ef

�

i

wi � 12)

where hij1w) = tij + [Uwi + Unon

�
α wi�α]δij and α denotes the nearest-neighbor

sites to i. Thus, for a given f -electron distribution w = �w1� w2� . . . � wL}, the Hamil-

tonian 12) is the second-quantized version of the single particle Hamiltonian h1w),

and so the investigation of the model 12) is reduced to the investigation of the

spectrum of h for different configurations of f electrons. To study the influence of

nonlocal interaction on the ground states, we adopt a combination of small-cluster

exact diagonalizations and a well-controlled numerical method25 1since it allows one

to treat several-times-larger clusters and still keep the high accuracy of computa-

tions). This method is based on a simple modification of the exact-diagonalization

procedure and consists of the following steps 1in the next section, we consider only

the case Nf + Nd = L, which is the point of special interest for the mixed-valence

phenomena):

1i) Choose 1randomly) a trial configuration w = �w1� w2� . . . � wL}.

1ii) Having w, U , Unon and Ef fixed, find all eigenvalues λk of h1w).

1iii) Determine the ground-state energy E1w) =
�L�N�

k=1
λk +EfNf of a particular

f , electron configuration w by filling in the lowest Nd = L − Nf one-electron

levels, where Nf is fixed by w.

1iv) Generate a new configuration w� by moving a randomly chosen electron to a

new position which is also chosen at random.

1v) Calculate the ground-state energy E1w�). If E1w�) < E1w), the new configu-

ration is accepted; otherwise w� is rejected.

Then the steps 1ii)–1v) are repeated until the convergence for given parameters of

the model is reached. Repeating this procedure for different values of Ef and Unon,

one can immediately study the dependence of the f -electron occupation number

Nf =
�

i wmin
i on the f -level position Ef 1valence transitions) or the phase diagram

of the model in the nf − Unon plane. To overcome the problem of local minima,

the numerical calculations for each point in the phase diagram are performed for

several 1typically ten) independent runs, and thereby the accuracy of the method

is considerably improved.
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2. Results and Discussion

To examine the influence of the nonlocal Coulomb interaction Unon on ground-

state properties of the one- and the two-dimensional FKM, we have performed an

exhaustive numerical study of the model for weak 1U = 0.5), intermediate 1U = 2)

and strong 1U = 8) on-site Coulomb interactions and for a wide range of nonlocal

Coulomb interactions Unon. To determine the ground states of the model, we used

the method of small-cluster exact-diagonalization calculations 1up to L = 36 lattice

sites) in combination with a well-controlled numerical method 1up to L = 120 sites),

described above. We have started our study with the one-dimensional case and U

being large, which are relatively simple for a description.

Firstly, we have studied the ground-state phase diagram of the model in the

nf − unon plane for Ef = 0 1unon = Unon/U changes from 0 to 1 with step 0.001).

This phase diagram plays an important role in theoretical studies of the model

also for Ef �= 0. Indeed, the spectrum of h1w) does not depend on Ef and thus

all nonzero Ef properties of the model can be directly calculated from the zero

Ef phase diagram. For example, knowing the nf − unon phase diagram 1i.e., the

ground-state configurations for each Nf and unon) for Ef = 0, one can easily com-

pute the Ef dependence of nf 1at fixed unon), since only L configurations 1instead
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Fig. 1. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal
Coulomb interaction for L = 24 and L = 30 in the strong interaction limit U = 8 $calculated for

nf + n� = 1); the one-dimensional exact-diagonalization results. The large $small) dots on the
right side correspond to occupied $vacant) sites.
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of the full set of 2L configurations) must be examined numerically at each Ef point,

and thereby the numerical calculations are considerably simplified. To reveal the

finite-size effects on the ground states of the model, we have performed numeri-

cal calculations for three different clusters of L = 12, 24, 30 sites. The numerical

results obtained for L = 24, 30 are displayed in Fig. 1. One can see that the

ground-state phase diagrams depend on L only very weakly, and thus they can be

used satisfactorily to represent the behavior of macroscopic systems. Moreover, the

obtained numerical results clearly demonstrate that already relatively small changes

of unon can produce large changes in the ground state of f -electron distributions.

Indeed, we have found that already values of Unon around 60 times smaller than

U 6uc
non

= 0.015) are able to fully destroy the most homogeneous distributions of

f electrons 6which are the ground states of the conventional FKM in the strong

coupling limit for all nf ). It is interesting that only two configuration types are sta-

bilized above the critical value of nonlocal interaction, uc
non

. The first configuration

type 6wh) is formed by the homogeneous distribution of 1100 and 10 clusters. The

complete set of these configurations that are stable only in a very narrow region

of unon 6for 1/3 < nf < 2/3) is listed in Fig. 1. The second type of configurations

determined in the phase diagram of the FKM with nonlocal Coulomb interaction
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Fig. 2. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal

Coulomb interaction for L = 24 and L = 30 in the intermediate interaction limit U = 2 !cal-

culated for nf + n� = 1); the one-dimensional exact-diagonalization results. The large !small)
dots on the right side correspond to occupied !vacant) sites.
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Fig. 3. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal
Coulomb interaction for L = 24 and L = 30 in the weak interaction limit U = 0.5 %calculated for
nf + n� = 1); the one-dimensional exact-diagonalization results. The large %small) dots on the
right side correspond to occupied %vacant) sites.

in the strong coupling are the segregated configurations, which are preferred as a

ground state for all nf starting at unon = 0.016.

In Figs. 2 and 3, we present the ground-state phase diagrams of the extended

FKM for intermediate "U = 2) and weak "U = 0.5) interactions. One can see that

the main feature of the phase diagram, found for U = 8, the nonlocal Coulomb

interaction induced a transition from regular f -electron distributions to the phase

segregated distributions, which also holds for smaller values of U , although the

phase boundaries of different ground-state configuration types are now not so ob-

vious due to the finite-size effects. A detailed analysis of the phase diagram for

intermediate couplings showed that besides the most homogeneous configurations,

only three other configuration types enter into the ground-state phase diagram:

the segregated configurations "◦), the weakly perturbed segregated configurations

"�)"see the right side of Fig. 2) and wh"Nf ) distributions "+) "see the right side of

Fig. 2). Contrary to U = 8, wh"Nf ) configurations rarely occur at nf = 1/2, while

weakly perturbed segregated configurations "�) are observed on relatively large

unon intervals. As shown in Fig. 3, in the weak interaction limit, the configurations

wh "+) fully vanish and the set of ground-state configurations is much richer. Be-

sides the most homogeneous configurations "·) and the segregated configurations
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�◦), we have determined a number of phase-separated configurations �denoted by

�). The complete list of these configurations is given on the right side of Fig. 3.

Since the ground states of the FKM with nonlocal Coulomb interaction con-

sist of configurations which are different from the ground states of the conven-

tional FKM, it is natural to expect that the nonlocal interaction will also change

the conducting properties of the model. To verify this conjecture, the energy gap

Δ = λL�N��1 − λL�N�
at the Fermi level has been calculated for all interaction

limits and several representative values of unon. For the strong interaction �U = 8),

we have selected unon = 0.005, where the ground states are only the most homoge-

neous configurations �for all nf ) and unon = 0.02, where the ground states are only

the segregated configurations. This allows us to perform numerical calculations on

large systems and practically exclude the finite-size effects. Results of numerical

calculations are shown in Fig. 4. It is seen that in the strong coupling limit, the

extended FKM exhibits an insulator behavior in the region which is the most ho-

mogeneous as well as segregated distributions, and so there is no insulator–metal

transition induced by nonlocal interaction unon. From this point of view, the situa-

tion looks more hopeful for intermediate and small values of U . For U = 2, we have

chosen unon = 0.1 and unon = 0.2, and for U = 0.5, we have chosen unon = 0.005

and unon = 0.35. The results of numerical calculation are displayed in Fig. 4. For

smaller values of unon �unon = 0.1 for U = 2 and unon = 0.005 for U = 0.5), the

ground states coincide with ones of the conventional FKM and thus the energy

gaps Δ also coincide with their conventional counterparts �the insulator character

for U = 2 and the metal–insulator transition for U = 0.5). On the other hand, the

energy gaps Δ for higher values of unon �unon = 0.2 for U = 2 and unon = 0.35 for

U = 0.5) rapidly decrease with increasing L, indicating the metallic character of the

ground state for U = 2 as well as for U = 0.5. Thus, we arrive at the very impor-

tant conclusion that the nonlocal Coulomb interaction can induce insulator–metal

transition, even for the intermediate values of U .

In spite of the fact that the FKM is one of the simplest examples of an in-

teracting fermionic system, the theoretical picture of valence transition remains

uncertain in the framework of this model. Even in the existing literature on this

model, different answers can be found to the fundamental question whether the

FKM can describe both the discontinuous and the continuous changes of the f -

electron occupation number nf as a function of the f -level energy Ef . It should be

noted that this question is indeed crucial, since supposing that the external pres-

sure shifts the energy level Ef , the valence changes observed in some rare-earth and

transition-metal compounds �SmS, SmB6, Ti2O3 and so on) could be understood

as being purely electronic. Having the ground states for given U	 Unon and Nf , we

have tried to construct a comprehensive picture of valence transitions in the FKM

with nonlocal interaction. Results of numerical calculations are shown in Fig. 5.

A direct comparison with the conventional FKM7 reveals a general trend; namely,

that the nonlocal interaction term considerably reduces the width of the valence
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transition. It is seen that in the strong coupling limit, the extended FKM exhibits

discontinuous valence transitions for both selected values of unon. For unon = 0.005,

the valence transition exhibits two relevant discontinuous transitions: one from an

integer valence ground state nf = 1 to the intermediate valence state nf = 1/2,

and the other from nf = 1/2 to nf = 0. A detailed analysis showed that the in-

creasing unon leads to a reduction of the valence transitions and that the phase with

intermediate valency gradually vanishes. A slightly different situation is observed

for small and intermediate values of U . For U = 2 and the relatively small value of

unon = 0.1, the character of the valence transition 3the staircase structure) is not

changed; however, its width is reduced similarly to U = 8. It was found that the

structure of the valence transition corresponds to the most homogeneous configu-

rations, with significant steps at nf = 1/i 3Ef > 0) or nf = 1 − 1/i 3Ef < 0),

i = 1
 2
 . . . 
 L and only weakly depends on L. The significant effect of nonlocal

Coulomb interaction on the valence transition is observed for unon = 0.2, where the

f -electron occupation number nf changes continuously. As is shown in Fig. 5, the

influence of nonlocal Coulomb interaction on the valence transition decreases with

decreasing U . For U = 0.5 and unon = 0.005, the valence transition of the extended

FKM is almost identical with that of the conventional FKM, and consists of many

intermediate phases. The stability regions of these intermediate phases are reduced

with increasing unon, and for sufficiently large unon, the continuous behavior of the

f -electron occupation number nf is observed, similarly for U = 2. A detailed analy-

sis that we have performed for a large set of unon values showed that the continuous

valence changes observed for U = 0.5 and U = 2 are connected with the appear-

ance of segregated/separated configurations as the ground states. Thus, the phase

boundary between these configurations and the most homogeneous/homogeneous

ones is the boundary at which the continuous behavior sets in. Our numerical re-

sults showed that the spinless FKM with nonlocal Coulomb interaction is capable

of describing all basic types of valence transitions observed experimentally in rare-

earth and transition-metal compounds 3discontinuous integer-valence transitions,

transitions consisting of several discontinuous intermediate-valence transitions, as

well as continuous transitions). This indicates that the spinless FKM with nonlocal

Coulomb interaction could yield the correct physics for describing these materials.

However, to make definite conclusions, one should examine the model in higher

dimensions.

For this reason, the same calculations have been performed in two dimensions,

where our attention has been focused on a description of the basic types of charge

ordering. To minimize the finite-size effects, the numerical calculations have been

done on three different clusters of 4×4, 6×6 and 8×8 sites. On the 4×4 cluster, the

calculations were done by the exact-diagonalization method and on larger clusters,

the approximative method described above was used.

As in the case of one dimension, we have started our two-dimensional studies

with U = 8. The ground-state phase diagrams 3calculated for L = 6× 6 and 8× 8)

are shown in Fig. 6. Comparing these phase diagrams with their one-dimensional
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counterparts. one can find obvious similarities. In both cases, the basic structure

of the phase diagram depends on L only very weakly and consists of only three

configuration types. Again, one can see that the relatively small values of nonlocal

interaction lead to changes of ground-state configurations from the regular distri-

butions /·) to the segregated arrangements /◦) straightforwardly, or through some

n-molecular distributions /+) /usually diagonal n molecules but also a mixture of

regular and diagonal two-molecular distributions). The typical examples of the n-

molecular distributions /for L = 8 × 8) are displayed on the right side of Fig. 6.

While in one dimension, the area of these configurations is stable only at isolated

points of unon /unon = 0.015) and for 2/3 > nf > 1/3, in two dimensions, these

phases persist for smaller nf and on the wider unon interval. On the other hand,

it is interesting to note that the critical value of uc
non

= 0.018, above which all

ground-state configurations are only the segregated phases, is almost identical with

the 1D case /uc
non

= 0.016). Similarities between phase diagrams of the 1D and

2D cases can also be observed for intermediate and weak interactions. For both

cases, one can see a transition from the ground states corresponding to unon = 0 to
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Fig. 6. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal
Coulomb interaction for L = 36 and L = 64 in the strong interaction limit U = 8 !calculated for
nf + n� = 1); the two-dimensional approximative results. Three different regions of stability cor-
responding to the regular distributions, the phase-segregated distributions and the “other phases”
are denoted as ∙, ◦ and +. Typical examples of ground states of the spinless FKM extended by

nonlocal Coulomb interaction from the area depicted by the symbol + are shown on the right
side. The large !small) dots correspond to occupied !vacant) sites.
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Fig. 7. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal
Coulomb interaction for L = 36 and L = 64 in the intermediate interaction limit U = 2 "cal-
culated for nf + n� = 1); the two-dimensional approximative results. Three different regions of
stability corresponding to the regular distributions, the phase-segregated distributions and the
“other phases” are denoted as ∙, ◦ and +. Typical examples of ground states of the spinless FKM
extended by nonlocal Coulomb interaction from the area depicted by the symbol + are shown on
the right side. The large "small) dots correspond to occupied "vacant) sites.

the phase-segregated distributions, due to the nonlocal Coulomb interaction. The

results of numerical computations are summarized in Figs. 7 and 8. For U = 2, the

obtained results show that the ground-state phase diagram consists of three different

configuration types, denoted as the regular distributions 1·), the phase-segregated

distributions 1◦) and the other types 1+), including many n-molecular distributions

1usually arranged to the “ladders” or to the blocks). The typical examples of these

distributions 1for L = 8 × 8) are displayed on the right side of Fig. 7. Similarly,

in the weak interaction limit, unon prefers only a few types of ground-state con-

figurations. We again observed the regular distributions 1·), the phase-segregated

distributions 1◦) and some specific arrangements 1+), discussed below. As shown in

Fig. 8, the critical value of unon, above which the phase-segregated configurations

are the ground states 1for all nf ), shifts to the higher values of unon. On the other

hand, the critical value of unon, where the ground states of the conventional FKM

are changed to the other ones, is already observed for unon ∼ 0.05 1for L = 8× 8).
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Fig. 8. nf − u�o� ground-state phase diagrams of the spinless FKM extended by nonlocal
Coulomb interaction for L = 36 and L = 64 in the weak interaction limit U = 0.5 %calculated for
nf + n� = 1); the two-dimensional approximative results. Three different regions of stability cor-
responding to the regular distributions, the phase-separations and the “other phases” are denoted
as ∙, ◦ and +.

Between these two boundaries, one can find various f -electron distributions 'see

Fig. 9). In particular, there exist the regular n molecules, n-molecular “ladders,”

mixtures of chessboard structure and phase-segregated distributions, some periodic

structures, and stripe formations. This clearly shows that the nonlocal interaction

can stabilize various types of inhomogeneous charge ordering in the strongly corre-

lated electron systems.

Thus, we can conclude that the nonlocal Coulomb interaction term plays the

crucial role in the description of the ground-state properties of the spinless FKM.

The nonzero values of unon substantially change the f -electron distributions, the

valence transitions, as well as the conducting properties of the model 'in comparison

with the conventional FKM). It was found that the nonlocal Coulomb interaction

stabilizes the segregated phases for all interaction limits, and generates various types

of inhomogeneous charge ordering, including axial and diagonal stripes. Moreover,

it was found that the small values of unon can induce large changes of the f -electron

occupancy, and these changes can be continuous as well as discontinuous. However,

the most important result is that the nonlocal Coulomb interaction can induce
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Fig. 9. Typical examples of ground states of the spinless FKM extended by nonlocal Coulomb
interaction from the area depicted by the symbol +. The large !small) dots correspond to occupied
!vacant) sites.

insulator–metal transitions in the FKM also at intermediate values of U . These

results clearly show that the nonlocal Coulomb interaction strongly influences the

ground-state properties of the FKM, and so it should not be neglected in the correct

description of real materials with correlated electrons.

Acknowledgments

This work was supported by the Slovak Grant Agency 4VEGA) under Grant

2/7057/27 and the Slovak Research and Development Agency 4APVV) under Grant

LPP-0047-06. H. C. acknowledges the support of the Stefan Schwartz Foundation.

References

1. A. Jayaraman, Valence changes in compounds, in Handbook on the Physics and Chem
istry of Rare Earth, Vol. 2, eds. K. A. Gschneider and L. R. Eyring �North-Holland,
Amsterdam, 1979).

2. D. L. Khomskii, Electronic phase transitions and the problem of mixed valence, in
Quantum Theory of Solids, ed. I. M. Lifshitz �Mir, Moscow, 1982).

3. G. Czycholl, Phys. Rep. 143, 277 �1986).
4. L. M. Falicov and J. C. Kimball, Phys. Rev. Lett. 22, 997 �1969).
5. J. Freericks and V. Zlatic, Rev. Mod. Phys. 75, 1333 �2003).
6. Ch. Gruber and M. Macris, Helv. Phys. Acta B 69, 851 �1996).

121



Nonlocal Coulomb Interaction and Falicov–Kimball Model 2487
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9. P. Farkašovský, Phys. Rev. B 54, 7865 �1996).
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  1  Introduction  The  interplay  between  charge  and 
spin degrees of freedom in strongly correlated systems has 
triggered enormous interest in recent years due to the rich 
variety  of  charge  and  spin  orderings  found  in  some  rare-
earth and transition-metal compounds. Charge and spin su-
perstructures  have  been  observed,  for  example,  in  doped 
niclate [1], cuprate [2] and cobaltate [3] materials, some of 
which  constitute  materials  that  exhibit  high-temperature 
superconductivity. One of  the  simplest models  suitable  to 
describe charge-ordered phases in interacting electron sys-
tems  is  the Falicov–Kimball model  (FKM) [4].  Indeed,  it 
was  shown  that  the  simplest  version  of  this  model  (the 
spinless FKM) already exhibits an extremely rich spectrum 
of charge ordered solutions, including various types of pe-
riodic, phase-separated and striped phases [5, 6]. However, 
the spinless version of the FKM, although nontrivial, is not 
able to account for all aspects of real experiments. For ex-
ample, many  experiments  show  that  a  charge  superstruc-
ture is accompanied by a magnetic superstructure [1, 2, 7]. 
In  order  to  describe  both  types  of  ordering  in  the  unified 
picture,  a  simple model  based  on  a  generalization  of  the 
spin-one-half FKM with an anisotropic, spin-dependent in-

teraction  that  couples  the  localized  and  itinerant  subsys-
tems  was  proposed [8].  Thus  the  model  Hamiltonian  can 
be written as 

�j � j � � � �

�j �

� t d d U f f d d
� � � � � �

� ��

� � �

¢ ¢

¢

= �� �  

  � )
� � � � � �

�

� f f f f d d
� � � � � �

�

� � �

- -
� - ,�   (1) 

where  �
� �

� �
� �

�

 are  the  creation  and  annihilation  operators 
for an electron of spin � = ≠� Ø in the localized state at lat-
tice site �  and 

� �
� �
� �

�

�  are the creation and annihilation op-
erators  of  the  itinerant  electrons  in  the  d-band  Wannier 
state at site � . 
  The first term of (1) is the kinetic energy corresponding 
to  quantum-mechanical  hopping  of  the  itinerant  �-elec- 
trons between sites �  and  � . These intersite hopping transi-
tions  are  described  by  the  matrix  elements  �j� ,  which  are  
�  if �  and  �  are the nearest neighbours and zero otherwise 

(in  the  following  all  parameters  are  measured  in  units  
of  t).  The  second  term  represents  the  on-site  Coulomb  
interaction   between   the   �-band   electrons   with   density 

The  spin-one-half  Falicov–Kimball  model  with  spin-

dependent on-site interaction between localized (f ) and itiner-

ant  (� )  electrons  is  studied by  small-cluster  exact-diagonali-

zation  calculations  and  a  well-controlled  approximative 

method  in  two dimensions. The  results  obtained  are used  to 

categorize the ground-state configurations according to com-

mon  features  (charge and  spin ordering)  for  all  f-  and �-elec-

tron  concentrations � ��  and  �
�
�  on  finite  square  lattices.  It  is 

shown  that  only  a  few  configuration  types  form  the

  basic  structure  of  the  charge  phase  diagram  in  the  f �� �

plane. In particular, the largest regions of stability correspond 

to the phase segregated configurations, the axial striped con-

figurations and configurations that can be considered as mix-

tures  of  chessboard  configurations  and  the  full  (empty)  lat-

tice.  Since  the  magnetic  phase  diagram  is  much  richer  than 

the  charge  phase  diagram,  the  magnetic  superstructures  are

examined only at selected values of f - and � -electron concen-

trations. 
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� � �  and  the  localized  f-electrons 

with  density   1/ �� � i i
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n N � � f f
� �

�

�

= � = �   where   �   is   the 

number  of  lattice  sites.  The  third  term  is  the  above men-
tioned  anisotropic,  spin-dependent  local  interaction of  the 
Ising type between the localized and itinerant electrons that 
reflects the Hund’s rule force. Moreover, it is assumed that 
the on-site Coulomb interaction between f-electrons is infi-
nite and so the double occupancy of f-orbitals is forbidden. 
  Since  the  f-electron  occupation  number 

� �
� �
� �

�

 of  each 
site  i  still  commutes  with  the  Hamiltonian  (1),  the  f-
electron  occupation  number  is  a  good  quantum  number, 
taking only  two values:  �

�
�

�
�  or 0, according  to whether 

or  not  the  site  �  is  occupied  by  the  localized  f-electron. 
Now the Hamiltonian (1) can be written as 

�j � j

�j

� h d d
� �

�

�

= ��   (2) 

where  � ) .�j �j � � � �jh t Uw �w �w
� �

�


= � � -  Thus  for  a  given  
f-electron  configuration 

� 2
{ . . . }�

�
� � � �= � � �  the  Hamilto-

nian  (2)  is  the  second-quantized  version  of  the  single-
particle  Hamiltonian  � ),� w  so  the  investigation  of  the 
model (2) is reduced to the investigation of the spectrum of 
h  for  different  configurations  of  f-electrons.  This  can  be 
performed exactly, over  the  full  set of  f-electron distribu-
tions  (including  their  spins),  or  approximatively,  over  the 
reduced  set  of  f-electron  configurations.  Here  we  use  a 
combination of both numerical methods. The same proce-
dure  has  been  used  already  in  our  previous  paper [9]  to 
study  the  ground-states  of  the  extended  FKM  in  one  di-
mension.  In  the mentioned  paper we  have  also  presented 
some  preliminary  results  concerning  the  ground  states  of 
the model  in  two  dimensions.  These  results  revealed  that 
the  extended  FKM  with  spin-dependent  interaction  be-
tween  f    and  d-electrons  can  describe  various  types  of 
charge and magnetic  superstructures.  In  the present paper 
we  try  to  construct  the  comprehensive  phase  diagram  (in 
the  f �� �  plane)  of  the  extended  FKM  in  two  dimen-
sions. We supply our studies by a detailed finite-size scal-
ing  analyses  in  order  to minimize  the  influence  of  finite-
size  effects  on  the  ground-state  properties  of  the  model. 
Here we consider only the case of strong Coulomb interac-
tions  ( �� � ),  since  the  one-dimensional  studies  showed 
that  the  influence  of  the  Hubbard  interaction  (between  
d-electrons) on ground-states of the model Hamiltonian (2) 
can be neglected in this  limit. At the end of this paper we 
specify precisely conditions under which  this  term can be 
neglected in two dimensions. 
 
  2  Results  and  discussion To construct the compre-
hensive  picture  of  charge  and  magnetic  ordering  in  the  
extended FKM in two dimensions, the complete phase dia-
gram  of  the  model  in  the  f �� �  plane  has  been  calcu-
lated point by point for all even number of  ��  and 

�
� . Of 

course,  such  a  procedure demands  a  considerable  amount 

of CPU time, that imposes severe restrictions on the size of 
clusters  that  can  be  studied  numerically � 8 8).� � ¥  First 
we have concerned our attention on the problem of charge 
ordering. In Fig. 1 we present results of our numerical cal-
culations obtained for  �� �  and  � 5� = �  in the form of the 
skeleton phase diagram. One of the most interesting obser-
vations  is  that  the  phase  diagram  consists  of  only  a  few 
configuration types, although the  total number of possible 
configurations  increases  very  rapidly with  the cluster  size 
�  as 3 �

�
 In particular, we have detected 5 different  charge 

configuration  types,  and  namely:  (a)  the  segregated  con-
figurations,  where  �-electrons  clump  together,  (b)  the  
n-molecular  phases,  which  have  been  observed  only  for 
small 

�
�  and small  ���  (c) the axial stripes, (d) the regular 

phases  (stable  only  in  isolated  points)  and  mixtures  of 
regular  (usually  chessboard)  phases  and  empty/full  lattice 
accompanied by (e) the miscellaneous configurations. The 
typical  examples  corresponding  to  these  configuration 
types are depicted  in  the  lower part of Fig. 1. As one can 
see  the  largest stability  regions correspond only three con- 
  

0 20 40 60 80 100 120

10

20

30

40

50

60

N
f +N

d =
L

N
f +N

d =
3
/2
L

N
f +N

d =
2
L

L=8x8, U=4, J=0.5

a

bb

a
c

c

d

e

e

N
d

N
f

a a b c

c c d d

d e e e

 

Figure 1  Skeleton  phase  diagram  of  the  two-dimensional  spin-

one-half FKM extended by spin-dependent interaction calculated 

for  8 8�� � ¥   �� �  and  0 5�� = �  (a)  The  segregated  configura-

tions,  (b)  the  n-molecular  phases,  (c)  the  axial  stripes,  (d)  the 

regular phases, the mixtures of regular phases and full/empty lat-

tice and (e) the miscellaneous phases. Lower part: the typical ex-

amples of ground states of the model. Large dots: sites occupied 

by � -electrons, small dots: vacant sites. 
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Figure 2 Several spin distributions with common charge pattern 

depicted  on  � �� � ¥  cluster.  To  visualize  spin  distributions  we 

use � for the up spin electrons and � for the down spin electrons. 

 

figuration types, and namely, the segregated configurations 
and the axial stripes, which fill the left and right side of the 
phase  diagram and  the  regular  phases/mixtures  of  regular 
phases and empty (full) lattice localized at the central part 
of the skeleton phase diagram. Moreover, it was found that 
the  homogeneous  �-electron  distributions  (�-electrons  are 
distributed as far away from each other as possible) are the 
ground  states  only  in  the  region �  and  only  in  isolated 
points, while  in  the  rest  part of  the phase diagram  the  in-
homogeneous distributions (the segregated phases,  the ax-
ial  stripes,  the n-molecular phases) are preferred. This  re-
sult is very valuable since in the past years a strong interest 
in the experimental and theoretical studies of strongly cor-
related systems was focused on the physics that leads to an 
inhomogeneous ordering, especially  to an  inhomogeneous 
charge stripe order due to the observation of such ordering 
in doped niclate and cuprate materials  some of which ex-
hibit  high-temperature  superconductivity.  From  the  theo-
retical point of view, the presented skeleton phase diagram 
clearly  demonstrates  that  this  relatively  simple  model 
(generalized two-dimensional FKM) can describe such in-
homogeneous stripe ordering. Moreover, it was shown that 
the stability area of stripes is relatively large and, in addi-
tion,  includes  both  physically  interesting  conditions 

f �N N �� =  and  2 �f �N N �� =  
  Let us now  turn our  attention on  the  second problem, 
and namely, the problem of spin ordering. We have found, 
that although the charge phase diagram of the generalized 
two-dimensional  FKM  is  rather  simple,  the  spectrum  of 

magnetic solutions is very rich. As demonstrated in Fig. 2,  
the one charge distribution could have many different spin 
configurations and therefore the exact classification is very 
difficult. Moreover,  in  the two-dimensional case the finite 
size  effects  on  spin  orderings  are  still  large  for  clusters 
with  64�� �  and thus we were not able to construct defini-
tive picture of magnetic phase diagram for all  ��  and  �

�
�  

For this reason we have focused our attention on the physi- 
cally  the  most  interesting  cases  mentioned  above,  and 
namely,  f �N N �� =  and  2 �f �N N �� =  where  exhaustive 
studies  have  been  performed. To minimize  the  finite  size 
effects  we  have  studied  the  set  of  finite  clusters  of 

6 6�� � ¥   8 8��   10 10��   12 12��   16 16��   �8 �8�  and 
2� 2��  sites. 
  We have started our study with the case  2 �f �N N �� =  
which  is  slightly  simple  for  a  description.  As  shown  in 
Fig. 3  the  ground  states  for  �f �N N �� =  are  antiferro-
magnetic (AF) with alternating pattern, where the electrons 
(for  1 2��� < �  or  holes  (for  1 2��� > �  form  the  axial  distri-
butions. Our  calculations  showed  that  these  inhomogene-
ous stripe distributions are stable for large Coulomb inter-
actions, while  decreasing �  leads  to  their  destruction  and 
prefers the homogeneous electron arrangement (see Fig. 4). 
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Figure 3  Typical  ground-state  configurations  of  the  two-

dimensional generalized FKM obtained for selected values of  ��  

on  finite  clusters of  8 8�� � ¥   1� 1�� � ¥  and  12 12� � ¥  sites  at 

4 �� �   � 5� = �  and  2�f �� �� =  
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Figure 4  Ground-state  configurations  of  the  two-dimensional 

generalized FKM obtained for different � � 4� �  and  2)� �  and 

��  � 1 4,�� = �   � 8�� = �  at  2�.f �� �� =  
 

  From  the  skeleton  phase  diagram  we  know  that  the 
condition line  f �N N �� =  lies in the axial stripe area, but 
in comparison with the previous case the situation is fully 
different. The first fundamental difference is that for suffi-
ciently small  �-electron concentrations  ��  the ground state 
could  be  ferromagnetically  (F)  ordered  (see  Fig. 5).  The 
second  one  is,  that  although  with  increasing  �-electron 
concentration  the  ground  states  are  the AF,  these  AF  ar-
rangements are formed by F ordered clusters (domains). In 
addition,  for  � 4�� = �  and  � 3�� = �  ( �44� � ) a new type of 
stripes  (known  as  the  ladders)  is  occurred. And  finally,  a 
detailed  analyses  showed  that  there  exists  a  critical  
�-electron concentration  � 4

�

f� � �  bellow which the ground-
states are phase separated. 
  To verify the ability of our method to describe ground-
state  properties  of  macroscopic  systems  we  have  per-
formed similar calculations for  �� �  and several values of 

��  and 
�
�  � 3 4,�� = �   � 2;

�
� = �   2 3��� = �   � 3;

�
� = �   1 2��� = �  

�;
�
� �   1 3��� = �   4 �;

�
� = �   1 4��� = �   3 2�

�
� = �  for  which 

there exist the numerical results obtained in the thermody-
namic  limit � )��•  using  the method of  restricted phase  
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Figure 5  Typical  ground-state  configurations  of  the  two-

dimensional generalized FKM obtained for selected values of  ��  

on  finite  clusters of  8 8�� � ¥   1� 1�� � ¥  and  �2 �2� � ¥  sites  at 

4�� �   � 5� = �  and  1�f �� �� =  
 

diagrams [8].  The  numerical  results  for  ground-state  con-
figurations obtained by these two different approaches are 
compared  in Fig. 6.  It  is  seen  that both methods yield  the 
same results for the charge distributions of �-electrons, but 
differ in a prediction of spin distributions (except  the case 

1 2�.�� = �  To  check  the  stability  of  our  solutions we  have 
performed  numerical  calculations  also  for  �2 �2� = ¥ � 
�6 �6� and  �8 �8�  clusters.  The  results  obtained  are 
shown  in Fig. 7  and  they  clearly demonstrate  that  ground 
states found for  � �� � ¥  cluster hold also on much higher 
clusters.  This  fact  allows  us  to  extrapolate  our  numerical 
results  to  the  thermodynamic  limit, where  they can be di-
rectly  compared  with  the  Lemanski’s  results.  This  com-
parison  shows  (see  Fig. 8)  that  our  method  yields  in  all 
cases  the  lower  energy  in  the  thermodynamic  limit 
� )��•  than the Lemanski’s approach. Moreover, a com-
parison of our and Lemanski’s ground states  (Fig. 6) pro-
vides a direct explanation of this discrepancy, and namely, 
that the unit cells used in Ref. [8] are too small to describe 
correctly the spin distributions. 
  Although we have presented here only the basic types 
of  charge  and magnetic  superstructures  they  clearly  dem-
onstrate an ability of  the model  to describe different  types  
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Figure 6  Ground-state  configurations  of  the  two-dimensional 

spin-1/2 FKM for  �� �  and four different pairs of  ��  and 
�
�  ob-

tained  by  two  different  approaches:  the  method  of  restricted 

phase  diagrams [8] �D1, D2, D3, D4  and D5�  and  our  numerical 

method  �D1 , D2 , D3 , D4� � � �  and D5 �.�  The  shaded  region  in  the 

lower  left  corner  shows  the  unit  cell,  and  line  segments  show  

the  translation  vectors  that  are  used  to  tile  the  two-dimensional 

plane. 

 
of charge and magnetic ordering. This opens an alternative 
route  for  understanding  of  formation  an  inhomogeneous 
charge/magnetic order  in  strongly correlated  electron  sys-
tems.  In comparison  to previous  studies of  this phenome-
non  based  on  the  Hubbard  [10]  and t �  model [11],  the 
study  within  the  generalized  spin-one-half  FKM  has  one 
essential advantage and namely that it can be performed in 
a  controllable  way  (due  to  the  condition [ ] 0�,

� �
f f �
� �

�

� =  
and in addition it allows easily to incorporate and examine 
effects of various factors (e.g., an external magnetic field, 
nonlocal  interactions,  etc.)  on  formation  of  charge  and 
magnetic superstructures. 
  Of  course,  one  can  ask  if  these  results  persist  also  in 
the  more  realistic  situations  when  additional  interaction 
terms are included into the Hamiltonian (2). From the ma-
jor  interaction  terms  that  come  into  account  for  the  inter-
acting d and f-electron subsystems only  the Hubbard type 
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Figure 7  Ground-state  configurations  of  the  two-dimensional 

spin-1/2 FKM calculated  for  the  same  �� n�  and 
�
�  values  as  in 

Fig. 6 on different clusters of  8 8�� � ¥  �2 �2�  and �6 �6�  sites. 
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Figure 8  Difference  between  our  and  the  Lemanski’s  

ground-state  energies  as  a  function  of � ��  calculated  for  the  ex-

trapolated configurations corresponding to D1 � D2 � D4 � D5� � � � and 

D1� D2� D4� D5 phases. The lines are only guides to the eye. 

 

interaction  
�� i ii i

i

� d d d d
� �

Ø Ø≠ ≠�   between   the   spin-up   and 

spin-down �-electrons has been omitted in the Hamiltonian 
(2).  In  work [8]  Lemanski  presents  a  simple  justification 
for  the  omission  of  this  term,  based  on  an  intuitive  
argument:  the  longer  time electrons occupy  the same site, 
the  more  important  becomes  interaction  between  them. 
According to this rule the interaction between the itinerant 
�-electrons � )

��
�  is  smaller  than  the  interaction  between 

the  localized  f-electrons � )���  as  well  as  smaller  than  the 
spin-independent  interaction  between  the  localized  and 
itinerant electrons. Here we specify more precisely condi-
tions when this term can be neglected. To determine the ef-
fects  of 

��
�  interaction  on  the  ground-states  of  the  spin-

one-half FKM with spin-dependent interaction � 0 5)� = �  in 
two-dimensions  the exhaustive studies of  the ground-state 
phase  diagram  of  the  model  (in  the  f ��n �  plane)  have 
been  performed.  Of  course,  an  inclusion  of  the 

��
�  term 

makes the Hamiltonian (2) intractable by methods used for 
the  conventional  spin-one-half/spinless  FKM  and  thus  it 
was  necessary  to  use  other  numerical  methods.  Here  we 
used the Lanczos method [12] to study exactly the ground 
states  of  the  spin-one-half  FKM  generalized  with 

��
�  in-

teraction  between  the  spin-up  and  spin-down �-electrons. 
Such  a  procedure  demands  in  practice  a  considerable 
amount of CPU time, which imposes severe restrictions on 
the  size  of  clusters  that  can  be  studied  within  the  exact-
diagonalization  method.  For  this  reason  we  were  able  to 
investigate  exactly  only  the  clusters  up  to  10�� �  The  re-
sults  of  numerical  calculations  obtained  for  �� �  are 
summarized  in  Fig. 9  in  the  form  of  f ��n �  phase  dia-
gram  (the  half-filled  band  case  �f �� �� =  is  considered). 
One  can  see  that  the  ground-state  configuration 

� � )�w �  
found for  �

��
� �  persists as a ground state up  to relatively  
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Figure 9 Ground-state phase diagram of the spin-one-half FKM 
extended by  the Hubbard  interaction between  the  itinerant  elec-
trons  calculated  for  �� �  and  � 5� = �  on  small  finite  cluster  of 

1�� �  sites.  Below  �

dd
�  the  ground  states  are  the  ground-state 

configurations of  the  conventional  spin-one-half FKM � 0).
��

� �  
Above  �

dd
�  these  ground  states  become  unstable.  The  two-

dimensional exact diagonalization results. 
 
large  values  of 

��
�  � 3 5),�

dd
� � �  revealing  small  effects  of 

the 
��

�  term  on  the  ground  states  of  the  model  in  the 
strong �  interaction  limit.  For  this  reason  our  numerical 
calculations have been done exclusively for large �. 
  In  conclusion, we  have  used  a  combination  of  small-
cluster  exact  diagonalization  calculations  and  a  well-
controlled  numerical  method  to  study  the  ground-state 
properties  of  the  spin-one-half  FKM  extended  by  spin-
dependent on-site interaction between localized and itiner-
ant electrons in two dimensions. The results obtained have 
been used to construct the comprehensive picture of charge 
and spin ordering  in  this model.  It was shown that only a 
few  configuration  types  form  the  basic  structure  of  the 
charge phase diagram  in  the  f �� �  plane.  In particular, 
the largest regions of stability correspond to the phase seg-
regated configurations, the axial striped configurations and 
configurations that can be considered as mixtures of chess-
board configurations and the full (empty) lattice. Moreover, 
it  was  found  that  the  model  exhibits  a  rich  spectrum  of 
magnetic  solutions  including  various  types  of  ferro-  and 
antiferromagnetically ordered phases. 
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Ground States of the SpinOneHalf Falicov–Kimball Model

with Hund’s Rule Coupling in Two Dimensions
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The spin-one-half Falicov–Kimball model with spin-dependent on-site interaction between localized �f) and
itinerant �d) electrons is studied by small-cluster exact-diagonalization calculations and a well-controlled approxi-
mative method in two dimensions. The results obtained are used to categorize the ground-state configurations
according to common features �charge and spin ordering) for all f and d electron concentrations �nf and n�) on
finite square lattices. It is shown that only a few configuration types form the basic structure of the charge phase
diagram in the nf−n� plane. In particular, the largest regions of stability correspond to the phase segregated
configurations and configurations that can be considered as mixtures of chessboard configurations and the full
�empty) lattice. Since the magnetic phase diagram is much richer than the charge phase diagram, the magnetic
superstructures are examined only at selected values of f and d electron concentrations.

PACS numbers: 75.10.Lp, 71.27.+a, 71.28.+d

1� Introduction

The interplay between charge and spin degrees of free-
dom in strongly correlated systems has attracted an enor-
mous interest in recent years due to the rich variety
of charge and spin orderings found in some rare-earth
and transition-metal compounds. Charge and spin su-
perstructures have been observed, for example, in doped
niclate [1], cuprate [2] and cobaltate [3] materials some of
which constitute materials that exhibit high-temperature
superconductivity. In order to describe both types of
ordering in the unified picture, a simple model based
on a generalization of the spin-one-half Falicov–Kimball
model �FKM) with an anisotropic, spin-dependent inter-
action that couples the localized and itinerant subsys-
tems was proposed [4]. Thus the model Hamiltonian can
be written as

H =
�

ijσ

tijd
�

iσdjσ + U
�

iσσ�

f�

iσfiσd�

iσ�diσ�

+J
�

iσ

�f�

i�σfi�σ − f�

iσfiσ)d
�

iσdiσ� �1)

where f�

iσ �fiσ) are the creation �annihilation) operators
for an electron of spin σ =↑ and ↓ in the localized state at
lattice site i and d�

iσ�diσ) are the creation �annihilation)
operators of the itinerant electrons in the d-bandWannier
state at site i. The first term of �1) is the kinetic energy
corresponding to quantum-mechanical hopping of the
itinerant d electrons between sites i and j. These intersite
hopping transitions are described by the matrix elements
tij , which are −t if i and j are the nearest neighbors and
zero otherwise �in the following all parameters are mea-

sured in units of t). The second term represents the on-
-site Coulomb interaction between the d-band electrons
with density nd = Nd/L = 1

�

�
iσ d�

iσdiσ and the local-

ized f electrons with density nf = Nf/L = 1

�

�
iσ f�

iσfiσ,
where L is the number of lattice sites. The third term
is the above mentioned anisotropic, spin-dependent lo-
cal interaction of the Ising type between the localized
and itinerant electrons that reflects the Hund rule force.
Moreover, it is assumed that the on-site Coulomb inter-
action between f electrons is infinite and so the dou-
ble occupancy of f orbitals is forbidden. Since the
f -electron occupation number f�

iσfiσ of each site i still
commutes with the Hamiltonian �1), the f -electron oc-
cupation number is a good quantum number, taking
only two values: wiσ = 1 or 0, according to whether
or not the site i is occupied by the localized f elec-
tron. Therefore, the Hamiltonian �1) can be written
as H =

�
ijσ hijd

�

iσdjσ, where hij = tij + �Uwi +

Jwi�σ − Jwiσ)δij . Thus for a given f -electron config-
uration w = �w1� w2� . . . � w�}, the Hamiltonian H is the
second-quantized version of the single-particle Hamilto-
nian h�w), so the investigation of the model is reduced to
the investigation of the spectrum of h for different config-
urations of f electrons. This can be performed exactly,
over the full set of f -electron distributions �including
their spins), or approximatively, over the reduced set of
f -electron configurations [5]. Here we use a combination
of both numerical methods. The main goal for perform-
ing these calculations was to construct the comprehensive
phase diagram of the spin-1/2 FKM in two dimensions.
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The second goal of our numerical study was to verify the
stability of obtained results in the thermodynamic limit
by comparing our results with those obtained recently
by Lemanski using the method of restricted phase dia-
grams [4].

2� Results and discussion

To construct the comprehensive picture of charge and
magnetic ordering in the extended FKM in two dimen-
sions, the complete phase diagram of the model in the
Nf –Nd plane has been calculated point by point for all
even numbers of Nf and Nd. Of course, such a proce-
dure demands a considerable amount of CPU time, that
imposes severe restrictions on the size of clusters that
can be studied numerically ,L = 8 × 8). First, we have
concerned our attention on the problem of charge order-
ing. In Fig. 1 we present results of our numerical calcu-
lations obtained for U = 8 and J = 0.5 in the form of
the skeleton phase diagram. One of the most interesting
observations is that the phase diagram consists of only
a few configuration types, although the total number of
possible configurations increases very rapidly with the
cluster size L as 3�. In particular, we have detected 4
different charge configuration types, and namely: ,a) the
segregated configurations, where f electrons clump to-
gether, ,b) the n-molecular phases, ,c) the regular phases
and mixtures of regular ,usually chessboard) phases and
empty/full lattice and ,d) the miscellaneous configura-
tions. The typical examples corresponding to these con-
figuration types are depicted on the right side of Fig. 1.
As one can see, the largest stability regions correspond
to only two configuration types, and namely, the segre-
gated configurations, which fill the left and right side of
the phase diagram and the regular phases/mixtures of
regular phases and empty ,full) lattice localized at the
central part of the skeleton phase diagram around the
line Nf + Nd/2 = L.

Fig. 1. The skeleton phase diagram of the extended
spin-1/2 FKM with some representative configurations.
 a) The segregated configurations,  b) the n-molecular
phases,  c) the regular phases, the mixtures of regular
phases and full/empty lattice and  d) the miscellaneous
phases. Large dots: sites occupied by f electrons, small
dots: vacant sites.

Fig. 2. The ground-state configurations for Nf +
N�/2 = L calculated by our method on L = 6 � 6 and
L = 8�8. To visualize spin distributions we use �  ∇• )
for the up  down) spin electrons.

Fig. 3. The ground-state configurations of the
spin-1/2 FKM for U = 8 and four different pairs of nf ,
n� obtained by two different approaches: the method of
restricted phase diagrams [4]  D1�, D2�, D4� and D5�)
and our numerical method  D1’, D2’, D4’ and D5’).

In the next step we perform calculations exclusively at
this condition Nf + Nd/2 = L, since for this case there
exist numerical results obtained in the thermodynamic
limit ,L → ∞) using the method of restricted phase di-
agrams [4] that can be used to verify the stability of our
solutions. The results of our numerical calculations ob-
tained on clusters of L = 6 × 6 and L = 8 × 8 sites are
summarized in Fig. 2. Analyzing these results we have
found that: ,i) the system prefers homogeneous distribu-
tions of f electrons ,f holes) for nf ≤ 1/2 ,nf > 1/2);
,ii) the ground states are always antiferromagnetic for
nf ≤ 1/2 and antiferro-, ferrimagnetic for nf > 1/2;
,iii) for nf > 1/2 an obvious tendency to form the striped
spin phases is observed. A comparison of our results with
the results obtained by the method of restricted phase di-
agrams ,for nf = 3/4 ,D1), 2/3 ,D2), 1/2 ,D3), 1/3 ,D4)
and 1/4 ,D5)) shows ,see Fig. 3) that both approaches
yield the same results for the charge distributions of f
electrons, but differ in a prediction of spin ordering in
all cases except the half-filled band case ,nf = 1/2). To
check the stability of our solutions we have performed
numerical calculations also for L = 12 × 12, 16 × 16 and
18×18 clusters. The results obtained are shown in Fig. 4
and they clearly demonstrate that ground states found
for L = 8 × 8 cluster hold also on much higher clusters.
This fact allows us to extrapolate our numerical results
to the thermodynamic limit, where they can be directly
compared with the Lemanski results. This comparison
shows ,see Fig. 5) that our method yields in all cases
the lower energy in the thermodynamic limit ,L → ∞)
than the Lemanski approach. Moreover, a comparison
of our and Lemanski’s ground states ,Fig. 3) provides a
direct explanation of this discrepancy, and namely, that
the unit cells used in Ref. [4] are too small to describe cor-
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Fig. 4. The ground-state configurations of the
two-dimensional spin-1/2 FKM calculated for the same
U� nf and n� values as in Fig. 3 on different clusters.

Fig. 5. The difference between our and the Lemanski
ground-state energies as a function of 1/L calculated for
the extrapolated configurations corresponding to D1�,
D2�, D4�, D5� and D1, D2, D4, D5 phases. The lines are
only guides to the eye.

rectly the spin distributions. This fact leads, of course,
to a different magnetic phase diagram in comparison to
one presented in Ref. [4], where only antiferromagnetic
phases  for nd ≈ 1) and ferromagnetic phases  for nd far
away from 1) have been found. In contrast to Ref. [4]
we have not observed the stable ferromagnetic phases at
Nf + Nd/2 = L  Nf �= L) but only antiferromagnetic
phases and a few ferrimagnetic phases.
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The extrapolation of small-cluster exact-diagonalisation calculations and the
Monte-Carlo method is used to study the spin-one-half Falicov–Kimball model
extended by the spin-dependent Coulomb interaction (J) between the localized f
and itinerant d electrons as well as the on-site Coulomb interaction (Uff) between
the localized f electrons. It is shown that in the symmetric case the ground-state
phase diagram of the model has an extremely simple structure that consists of
only two phases, and namely, the charge-density-wave (CDW) phase and the
spin-density-wave (SDW) phase. The nonzero temperature studies showed that
these phases persist also at finite temperatures. The critical temperature Tc for
a transition from the low-temperature ordered phases to the high-temperature
disordered phase is calculated numerically for various values of J and Uff.

Keywords: Falicov–Kimball model; strongly correlated electrons; charge and spin
ordering; thermodynamics

1. Introduction

Since its introduction in 1969 [1], the Falicov–Kimball model (FKM) has become

an important model for a description of correlated fermions on lattices. The model was

originally proposed to describe the metal–insulator transitions in the rare-earth and

transition-metal compounds. Later it has been used in literature to study a great variety of

many-body effects such as alloy formation, mixed valence and electronic ferroelectricity

[2]. Recent theoretical studies of the FKM showed [3] that the model can yield the correct

physics for a description of the ground-states of rare-earth and transition-metal

compounds, which has also motivated the study of thermodynamic properties of this

model [4].

In its original version, the FKM consists of particles localized on f orbitals which

interact with a dispersive band of d orbitals through an on-site Coulomb interaction, but

various generalized versions of the FKM are being studied, too. It was shown that

including different interaction terms to the FKM can lead to dramatic changes of the

ground state and thermodynamic properties of the model [4–9]. Generalized versions of

the FKM can describe a wide range of physical properties of the strongly correlated

systems, that was not possible to explain by the original FKM.
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In this article, we focus our attention on the spin-one-half FKM with a finite spin-

dependent local interaction between localized f and itinerant d electrons and a finite local

Coulomb interaction between f electrons. Till now only a few analytical and numerical

results have been obtained concerning the influence of these terms on ground-state as well

as thermodynamic properties of the FKM [6–9]. For example, it was found that the models

with spin-dependent local interaction can describe the ferromagnetic ground state and

various stable inhomogeneous charge and spin orderings observed in real materials [6–8].

Moreover, analytical conclusions showed that in models with finite inter-orbital Coulomb

interaction an effective on-site attraction between the localized particles can arise in the

strong coupling limit [9]. This attraction leads to a chessboard-like pattern of localized

f-pairs that can persist up to finite temperatures [9].

The strong influence of mentioned interactions on properties of the FKM and their

ability to describe new famous phases was the main motivation for us to study the ground

state and thermodynamic properties of the generalized FKM that includes both the spin-

dependent interaction between f and d electrons and the finite local repulsion between

localized f electrons. The Hamiltonian of the model is

H ¼
X

ij�

tijd
þ
i�dj� þU

X

i��0

n
f
i�n

d
i�0 þ J

X

i, �

n
f
i��

� n
f
i�

� �

ndi� þUff

X

i

n
f
i"n

f
i# þ Ef

X

i�

n
f
i�, ð1Þ

where n
f
i� ¼ fþi� fi� ðndi� ¼ dþ

i�di�Þ is the f electron (d electron) occupation number and fþi� , fi�
are the creation and annihilation operators for an electron of spin �¼",# in the local state

at lattice site i and dþ
i� , di� are the creation and annihilation operators of the itinerant

electrons in the d-band Wannier state at site i.

The first term of the model (1) is the kinetic energy corresponding to the quantum-

mechanical hopping of the itinerant d electrons between sites i and j. These inter-site

hopping transitions are described by the matrix elements tij, which are �t if i and j are

the nearest neighbours and zero otherwise (in the next all energies are measured in

units of t). The second term represents the on-site Coulomb interaction between the

d-band electrons and the localized f electrons. The third term is the above-mentioned

anisotropic, spin-dependent local interaction of the Ising-type between the localized and

itinerant electrons that reflects the Hund’s rule force. The fourth term is an on-site

Coulomb interaction between f electrons with opposite spins. The last term stands for

the localized f electrons whose sharp energy level is Ef. Thus, from the major

interaction terms [6] that come into account for the interacting d and f electron

subsystems only the Hubbard type interaction has been omitted. However, as we have

shown in our previous paper [8] the influence of this term can be neglected at least for

intermediate and strong interactions U.

Since in this generalized version of the FKM the f-electron occupation number n
f
i� of

each site i commutes with the Hamiltonian (1), it is a good quantum number, taking only

two values: wi�¼ 1 or 0, according to whether or not the site i is occupied by the localized

f-electron with spin �. Thus, the Hamiltonian (1) can be rewritten as

H ¼
X

ij�

hij�d
þ
i�dj� þUff

X

i

wi"wi# þ Ef

X

i�

wi� ð2Þ

where hij�(w)¼ tijþ (U(wi��þwi�)þ J(wi���wi�))�ij. Thus, for a given f-electron config-

uration w, the Hamiltonian (2) is the second-quantized version of the single-particle

Hamiltonian h, so the investigation of the model (2) is reduced to the investigation of the

spectrum of h for different configurations of f electrons.

20 M. Žonda et al.
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For further purposes it is suggestive to look at used lattices as consisting of two

interpenetrating sublattices A and B and to define the f and d-electron sublattice

magnetisations

mX
f ¼

2

L

X

i2X

wi" � wi#

� �
, mX

d ¼
2

L

X

i2X

ndi" � ndi#

D E
, ð3Þ

(where L is the number of lattice sites and X¼A, B) and the f and d-electron sublattice

occupancies

�Xf ¼
2

L

X

i2X

wi" þ wi#

� �
, �Xd ¼

2

L

X

i2X

ndi" þ ndi#

D E
: ð4Þ

Note that hndi�i, but also other ground-state electron–electron correlation functions like

hndi�n
d
j�0i, hd

þ
i�dj�i can be expressed directly in terms of site-components of the eigenvectors

of Hamiltonian h [10]. Other quantities yielding useful information about the nature of the

ground state of the f (d)-electron subsystem are the sublattice differences of (3) and (4)

defined as

m� ¼ mA
� �mB

�

�� ��, �� ¼ �A� � �B�
�� ��, ð5Þ

where �¼ f, d. In the next study we concern our attention on the symmetric case of the

model, where H��N (N – is the total number of f and d electrons) remains unchanged

under particle–hole transformation. This condition holds for all J if �¼U and Uff¼�2Ef.

2. Groundstate properties

As will be discussed later, the condition �¼U is satisfied for all temperatures just when

the average number of all electrons in the system is equal to 2L. For this reason we have

restricted our study of the ground state properties of the model on the case N¼ 2L.

The ground state was studied in two dimensions for the weak, intermediate and strong

Coulomb interaction U (U¼ 1, 2, 4 and 8) and a wide range of J and Uff values

(0� J� 2U, 0�Uff� 4U and Ef ¼ �ð1=2ÞUff).

Since the total number of possible f-electron configurations for the model is 4L, only

the clusters with L� 12 have been accessible for the exact diagonalisation studies. For

L412 we have used a well-controlled numerical method elaborated recently by one of the

present authors [11]. Using these two methods we have found that for the scheduled

conditions and above-mentioned values of parameters only two types of f-electron

configurations can be the ground state of the model. The first is the charge-density-wave

(CDW) phase, where one of the sublattices is fully occupied by f electrons (two f electrons

per site) and the other is empty. The second one is the spin-density-wave (SDW) phase,

where all sites are occupied by one electron, and for J40 one of the sublattices is

occupied by electrons with spin up and another by electrons with spin down. The CDW

phase, which is the ground state below the critical values of Uff and J, is an example of

local f-electron pairing that results from an effective on-site attraction between the

localized electrons, produced by quantum mechanical effects which can overcome a direct

Coulomb repulsion Uff.

The fact that the ground state of the model consists of only two phases was used to

construct the phase diagrams in the J�Uff plane for various U and lattices of several

hundred sites. These phase diagrams of the two-dimensional case (the one-dimensional

Phase Transitions 21
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case is analogical) are shown in Figure 1. One can see that increasing U shifts the region

of stability of the CDW phase to higher values of Uff/U. Contrary to U the parameter

J suppresses the CDW phase. An important result is that the CDW phase can be the

ground state of the model (2) even for Uff4U that represents the realistic situation of

strongly correlated electron systems.

Since the f and d-electron subsystems are coupled directly by U and J interactions, one

can expect intuitively that the charge and spin ordering in the f-electron subsystems will

also be accompanied by charge and spin ordering of the d-electron subsystem. We have

calculated, numerically, various d-electron correlation functions to verify this conjecture.

For any non-zero combination of U and J values it is possible to choose such a value of Uff

that the f-electron subsystem is in the CDW (SDW) state, consequently the properties of

the d-electron ground state depend only on the value of U (J). Figure 2 shows that in the

f-electron CDW phase the parameter �d increases with increasing U and approaches the

asymptotic value �
as
d ¼ 2 that represents the state where one sublattice is fully occupied

with d electrons and the second sublattice is empty. An analogical behaviour is observed
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Figure 1. Phase diagrams of the model (2) in the J/U–Uff/U plane for different values of U in two
dimensions. Different lines represent the boundary between the SDW and CDW phases for different
cluster sizes. Symbols � represent the ground-state-phase boundary calculated from the f-electron
correlation functions (Equations (11) and (12)) using the Monte-Carlo method for �! 0. Right side
figures represent the f-electron ground-state configurations for the SDW and CDW phases.
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Figure 2. The d-electron sublattice occupancy differences in the CDW phase as a function of U and
the d-electron sublattice magnetisation differences in the SDW phase as a function of J. Insets
represent the behaviour of structure factors Cd(Q) and Sd(Q) as functions of U and J.
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for md in the SDW phase. These results indicate that the same type of ordering as observed

in the f-electron subsystem is also realized in the d-electron subsystem. To confirm this we

have calculated numerically the charge (Cd(Q)) and spin-density (Sd(Q)) structure factors

of itinerant electrons defined as

CdðQÞ ¼
1

L

X

L

j, k

eiQðRj�RkÞ ndj" þ ndj#

� �

ndk" þ ndk#

� �D E

, ð6Þ

SdðQÞ ¼
1

L

X

L

j, k

eiQðRj�RkÞ ndj" � ndj#

� �

ndk" � ndk#

� �D E

, ð7Þ

where Q¼ [�,�]. We have found that the Cd(Q) and Sd(Q) increase with increasing U(J)

and scale linearly with L as is illustrated in the insets of Figure 2. This confirms the

conjecture that the CDW and SDW instability exists also in the ground state of the

d-electron subsystem.

Moreover, we have also calculated the double occupancy D ¼ ð1=LÞ
PL

j hn
d
j"n

d
j#i and the

difference of sublattice double occupancy DA�B ¼ ð2=LÞj
P

j2Ahn
d
j"n

d
j#i �

P

j2Bhn
d
j"n

d
j#ij:

In the CDW phase, we have found that D and DA�B increase with increasing U (Figure 3)

showing on localisation of d-electron pairs (with opposite spins) on one sublattice.

This result also supports the behaviour of the kinetic energy Ek as function of U and J

plotted in Figure 3.

3. Thermodynamics

The question, if or not the CDW and SDW phases persist up to finite temperatures,

motivated us to study the thermodynamic properties of the model. The grand canonical

partition function of the model Hamiltonian (2) can be written directly in terms of

eigenvalues ��i (of the matrix h), that depend on the f-electron configuration w

� ¼
X

wf g

e��½ðEf��ÞNfþUff�iwi"wi#�
Y

i, �

1 þ e�� ��
i
��ð Þ

� �

, ð8Þ

where � ¼ ð1=�Þ, �¼ kBT/t,� is the chemical potential and the summation runs over all

possible f-electron configurations. Thermodynamic quantities, as functions of temperature,
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Figure 3. (a) The double occupancy D and the double occupancy difference DA�B (in the CDW
phase) as a function of U. (b) The dependence of the d-electron kinetic energy on U (for the CDW
phase) and J (for the SWD phase).
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have been expressed directly from the partition function by employing the standard

statistical mechanics relations. For example, the average number of all electrons in the

system (N¼ hNfþNdi), the internal energy and the specific heat can be expressed as:

N ¼ �
@

@�
ln�, " ¼ � 1

L

@

@�
�þ �N

� �

, cv ¼
@"

@�
: ð9Þ

Next, all calculations are done exclusively at the symmetric point of the model

(�¼U,Uff¼�2Ef) where H��N remains unchanged under particle–hole transformation

and the average number of all electrons is N¼ 2L.
Though this condition (fixed �) significantly speeded up the numerical computations

of thermodynamic properties, we were able to perform the exact numerical study (over all

possible f-electron configurations) only on small lattices up to L¼ 10 sites (for L¼ 8 and
L¼ 10 the so-called ‘tilted’ lattices [12] were used). To overcome this limitation we have
used the Monte-Carlo method. As the f-electron occupation number can be replaced by

the classical variable w, it was not necessary to use the quantum Monte-Carlo algorithm

and thus our calculations are not restricted to the high-temperature regime. The classical

Monte-Carlo, where we have used the free energy

FðwÞ ¼ ðEf � �ÞNf þUff

X

i

wi"wi# �
1

�

X

i, �

lnð1þ e��ð��
i
��ÞÞ, ð10Þ

as the statistical weight in the Metropolis algorithm [13], allowed us to study the

thermodynamic properties of the model on approximatively 10 times larger lattices.

Data were generated with 104–105 Monte-Carlo steps per site after discarding at least

3
 104 initial Monte Carlo steps. The error bars were taken from the standard deviation

calculated over 10–20 independent Monte-Carlo runs.

The typical examples of the cv(�) dependence in two dimensions for U¼ 2 and two
different sets of Uff and J values that represent two different ground states (the CDW

phase and the SDW phase) are shown in Figures 4 and 5. One can see that cv curves as

functions of � show the two-peak structure. There is a sharp low-temperature peak and
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Figure 4. Specific heat as a function of temperature �¼ kBT/t for U¼ 2, J¼ 1 and Uff¼ 1 in
two dimensions. The solid line represents the exact results for L¼ 10, different symbols
represent Monte-Carlo results for different lattices. For L¼ 10, 18, 20, 26, 32 the ‘tilted’ lattices
were used [12]. The lines are only guides for eye. The inset represents a dependence of cmaxv =kB on
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a broad high-temperature peak in both cases. The high-temperature peaks are clearly of

the Schottky type (there is a finite gap at the Fermi energy in the single-particle spectrum

of h(w) for both the CDW phase and the SDW phase). But the nature of the

low-temperature peaks is not so evident. In Figure 6, we present �-dependencies of

averages over generated ionic configurations of the f-electron structure factors

C f ðQÞ ¼
1

L

X

L

j, k

eiQðRj�RkÞ wj" þ wj#

� �

wk" þ wk#

� �

, ð11Þ

S f ðQÞ ¼
1

L

X

L

j, k

eiQðRj�RkÞ wj" � wj#

� �

wk" � wk#

� �

, ð12Þ

and d-electron structure factors from Equations (6) and (7) (Q¼ (�,�)). Parameters

hCf(Q)i/L and hSf(Q)i/L change rapidly from 1 to 0, near the temperature where the
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Figure 5. Specific heat as a function of temperature �¼ kBT/t for U¼ 2, J¼ 2 and Uff¼ 4 in two
dimensions. The solid line represents the exact results for L¼ 10, different symbols represent
Monte-Carlo results for different lattices. For L¼ 10, 18, 20, 26, 32 the ‘tilted’ lattices were used [12].
Lines are only guides for eye. The inset represents a dependence of cmaxv =kB on ln
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maximum of cv appears and in the same area the parameters hCd(Q)i/L and hSd(Q)i/L
change rapidly from values that belong to the ground state structure factors to 0. This

suggests that the maximum of cv is related to breaking of the charge and spin ordering

in both the localized and itinerant subsystems.

The kind of the phase transition can be estimated from the finite size scaling of cmax
v .

In the insets of Figures 4 and 5 we present the dependencies of cmax
v =kB on lnð

ffiffiffiffi

L
p

Þ, which
are in very good agreement with linear fits. This indicates the Ising-like phase transition

[14] for both cases which means that the CDW phase as well as the SDW phase, for both

itinerant and localized electrons, persist up to finite temperatures.

This important result was also verified by using the Binder cumulant method. It is

well-known [15] that the Binder cumulants tend towards 0 for � higher than the critical

temperature �c and they tend to 2/3 for �5�c. Moreover, the monotonic or non-monotonic

behaviour of the Binder cumulant functions can be used as a indication of the order of

phase transition [15]. In Figure 7, we have plotted the temperature dependencies of the

following Binder cumulants

B
f
CDW ¼ 1�

h�4f i
3h�2f i2

, B
f
SDW ¼ 1�

hm4
f i

3hm2
f i2

, B d
CDW ¼ 1� h�4di

3h�2di2
, B d

SDW ¼ 1� hm4
di

3hm2
di2

:

ð13Þ

Their behaviours clearly demonstrate that the CDW and SDW phases persist up to critical

temperature Tc40, where the continuous phase transition takes place.

The critical temperatures for both the CDW and SDW phase transitions have been

extrapolated from the location of cmax
v and checked independently by the standard

intersection Binder cumulant method [15] (Figure 8). The corresponding critical

temperatures for both the CDW and SDW phase transitions are displayed in Figure 9.

In the CDW area the maximum value of the critical temperature is for J¼ 0, and with
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increasing J the critical temperature decreases. The reason for such a behaviour is that the

spin-dependent interaction J suppresses the stability of the CDW phase. More complicated

behaviour exhibits the critical temperature in the SDW area, where for J¼ 0 the ground

state is 2L degenerated, so no finite temperature transition was observed for any Uff.

The critical temperature increases rapidly with increasing J and reaches its maximum at

J�U. Quantitatively, the J-dependence of the critical temperature in the SDW phase

resembles to the U-dependence of the critical temperature of the conventional spinless

FKM in the CDW phase, but �c values in the SDW phase are approximatively two times

larger than those of the spinless FKM [16].

In summary, the extrapolation of small-cluster exact-diagonalisation calculations and

the Monte-Carlo method were used to study the spin-one-half FKM extended by the

spin-dependent Coulomb interaction between the localized f and itinerant d electrons

as well as the on-site Coulomb interaction between the localized f electrons. It was shown

that in the symmetric case, when the chemical potential � equals to U, the ground-state

phase diagram of the model has an extremely simple structure that consists of only two
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phases, namely, the CDW phase and the SDW phase. One of the most important results is

that the CDW phase can be the ground state of the model (2) even for Uff4U that

represents the realistic situation of strongly correlated electron systems. The nonzero

temperature studies of the specific heat showed that the ground-state phases of both

localized and itinerant electrons persist also at finite temperatures. The critical

temperatures for a transition from the low-temperature ordered phases to the high-

temperature disordered phase were extrapolated from numerical calculations for various

values of J and Uff. It was found that in the CDW area the maximum value of the critical

temperature is for J¼ 0 and in the SDW area for J�U.

Acknowledgements

This work was supported by Slovak Grant Agency VEGA under Grant No. 2/7057/27 and
Slovak Research and Development Agency (APVV) under Grants LPP-0047-06. H. Čenčariková
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081102; (f) C.D. Batista, Phys. Rev. Lett. 89 (2002), p. 166403.
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The extrapolation of small-cluster exact-diagonalization calculations and the Monte-Carlo method is used to study the spin-
one-half Falicov-Kimball model extended by the spin-dependent Coulomb interaction (J) between the localized f and 
itinerant d electrons as well as the on-site Coulomb interaction (Uff ) between the localized f electrons. It is shown that in the 
symmetric case, when the chemical potential � equals to U (where U is the spin-independent on-site Coulomb interaction 
between the f and d electrons) the ground-state phase diagram of the model has an extremely simple structure that consists 
of only two phases, and namely, the charge-density-wave phase (with local f-electron pairs on one of two sublattices of a 
bipartite lattice) and the spin-densitywave phase. The nonzero temperature studies of the speci_c heat showed that these 
phases persist also at _nite temperatures. The critical temperature Tc for a transition from the low-temperature ordered 
phases to the high-temperature disordered one is calculated numerically for various values of J and Uff . 
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1.  Introduction 

 
Since its introduction in 1969 [1], the Falicov-Kimball 

model (FKM) has become an important model for a 
description of correlated fermions on lattices. The model 
was originally proposed to describe the metal-insulator 
transitions in the rare-earth and transition-metal 
compounds. Later it has been used in literature to study a 
great variety of many-body effects such as alloy 
formation, mixed valence and electronic ferroelectricity 
[2]. Recent theoretical studies of the FKM showed [3] that 
the model can yield the correct physics for description of 
the ground-states of rare-earth and transition metal-
compounds, what has motivated also the study of 
thermodynamic properties of this model [4]. 

In its original version the FKM consists of particles 
localized on f orbitals which interact with a dispersive 
band of d orbitals through an on-site Coulomb interaction 
but various generalized versions of the FKM are being 
studied too. It was shown that including of different 
interaction terms to the FKM can lead to dramatic changes 
of the ground state and thermodynamic properties of the 
model [4-8]. Generalized versions of the FKM can 
describe a wide range of physical properties of the 
strongly correlated systems, that were not possible to 
explain by the original FKM.  

In this paper we focus our attention on the spin one-
half models with spin-dependent local interaction between 
localized f electrons and itinerant d electrons and models 
with local repulsive Coulomb interaction of finite 
magnitude between f electrons. Till now only a few 
analytical and numerical results have been obtained 
concerning the influence of these terms on ground-state as 
well as thermodynamic properties of the FKM [6-8].  

For example the models with spin-dependent local 
interaction can describe the ferromagnetic ground state 
and various stable inhomogeneous charge and spin 
orderings observed in real materials [6,7]. It was shown 
analytically that in models with finite inter-orbital 
Coulomb interaction can arise an effective on-site 
attraction between the localized particles that can 
overcome a direct repulsion in the strong coupling limit 
[8]. This attraction leads to a chessboard-like pattern of 
localized f-pairs that can persist up to finite temperatures 
[8]. 

The essential influence of mentioned interactions on 
properties of the FKM and their ability to describe new 
famous phases was the main motivation for us to study the 
ground state and thermodynamic properties of generalized 
model that include both the spin dependent interaction and 
finite local repulsion of localized particles. 
The Hamiltonian of the model is  
 

H=�
ij�

 t
ij

d
+
i�

d
j�+U �

i��'

 n
f

i�
n
d

i�'+E
f
 �
i�

 n
f

i�
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+J �
i,�

  �
�

�
�n

f

i��
�n

f

i�
n

d

i�
+U

ff
 �

i

 n
f

i�
n
f

i	
,               (1) 

 

where n
f

i�
=f

+
i�

f
i�(n

d

i�
=d

+
i�

d
i�) is the f-electron (d-

electron) occupation number and f
+
i�

,f
i� are the creation 

and annihilation operators for an electron of spin �=�,	 in 

the local state at lattice site i and d
+
i�

,d
i� are the creation 
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and annihilation operators of the itinerant electrons in the 
d-band Wannier state at site i. 

The first term of the model (1) is the kinetic energy 
corresponding to the quantum-mechanical hopping of the 
itinerant d electrons between sites i and j. These inter-site 
hopping transitions are described by the matrix elements 

tij, which are �t if i and j are the nearest neighbors and 

zero otherwise (In the next all energies are measured in 
units of t). The second term represents the on-site 
Coulomb interaction between the d-band electrons and 
localized f electrons. The third term stands for the 
localized f electrons whose sharp energy level is Ef. The 

fourth term is the above mentioned anisotropic, spin-
depended local interaction of the Ising type between the 
localized and itinerant electrons that reflects the Hund�s 
rule force. The last term is an on-site Coulomb interaction 
between f-electrons with opposite spins. Thus from the 
major interaction terms [] that come into account for the 
interacting d and f electron subsystems only the Hubbard 
type interaction has been omitted. However, as we have 
shown in our previous paper the influence of this term can 
be neglected at least for intermediate and strong 
interactions U [7]. 

Since in this generalized version of the FKM the f-

electron occupation number n
f
i� of each site i commutes 

with the Hamiltonian (1), it is a good quantum number, 
taking only two values: wi�=1 or 0, according to whether 

or not the site i is occupied by the localized f electron with 

spin �. Thus the Hamiltonian (1) can be rewritten as  
 

H= �
ij�

 hij�d
+

i�dj�+Uff �
i

 wi�wi�+Ef �
i�

 wi�     (2) 

 

where hij�(w)=tij+(U(wi��+wi�)+J(wi���wi�)�ij). Thus 

for a given f-electron configuration w, the Hamiltonian (1) 
is the second-quantized version of the single-particle 
Hamiltonian h, so the investigation of the model (1) is 
reduced to the investigation of the spectrum of h for 
different configurations of f electrons.  
For further purposes it is suggestive to look at used lattices 
as consisting of two interpenetrating sublattices A and B 
and to define the sublattice magnetization  
 

� �,2
¯-

)(,
)(, ii

BiÎA
BA ww

L
m �	 �             (3) 

 
(where L is the number of lattice sites) and the sublattice f-
electron occupancy  
 

� �,2
¯-

)(,
)(, ii

BiÎA
BA ww

L
n 
	 �              (4) 

 
In the next study we concern our attention on the 

symmetric case of the model, where H��N (N- is the total 
number of f and d electrons) remains unchanged under 

particle-hole transformation. This condition holds for all J 

if �=U and Uff=�2Ef.  

 
2. Ground state properties 
 

As will be discussed latter the condition �=U is 
satisfied for all temperatures just when the average number 
of all electrons in the system is equal to 2L. For this reason 
we have restricted our study of the ground state properties 
of the model (1) on the case N=2L. The ground state was 
studied in one and two dimensions in the weak, 
intermediate and strong-coupling limit of Coulomb 
interaction U (U=0.5,1,2,4,8) and for wide range of J and 

Uff values (0�J�2U,0�Uff�4U,Ef=� 
1
2
Uff). 

The total number of possible f-electron configurations 

for the model (1) is 4
L

, thus only the clusters with L�12 
have been accessible for the exact diagonalization studies. 
For L>12 we have used a well-controlled numerical 
method elaborated recently by one of the present authors 
[10]. 

Using these two methods we have found that for 
scheduled conditions and above mentioned values of 
parameters only two kinds of f-electron configurations can 
be the ground state of the model (1). The first is the 
charge-density-wave (CDW) phase, where one of the 
sublattices is fully occupied by f electrons (two f electrons 
per site) and the other is empty.  
  

  
 

Fig. 1.  Phase diagrams of the model (1) in the J/U-U
ff

/U 

plane for different values of U in one (1D) and two (2D) 
dimensions. Different line types represents the boundary 
between the CDW and SDW phases for different cluster  
                                       sizes. 
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The second is the spin-density-wave (SDW) phase, 
where all sites are occupied by one electron and for J>0 
one of the sublattices is occupied by electrons with spin up 
and another by electrons with spin down. This means that 
for the CDW phase we have m

A
=m

B
=0, 

2,0 )(,)(, �� ABBA nn  and for the SDW phase 

1,1 )(,)(, ��� ABBA mm , �
A

=�
B

=1. The CDW phase 

which is the ground state bellow the critical values of U
ff

 

and J is an example of local f-electron pairing that results 
from an effective on-site attraction between the localized 
electrons, produced by quantum mechanical effects which 
can overcome a direct Coulomb repulsion.  

The fact that the ground-state of the model consists of 
only two phases was used to construct a phase diagrams in 
the J�U

ff
 plane for various U and lattices of several 

hundreds sites. These phase diagrams are shown in Fig.1, 
where the 1D represents the one dimensional case and 2D 
the two dimensional case. One can see that increasing U 
shifts the region of stability of the CDW phase to higher 
values of U

ff
/U. Contrary to U the parameter J suppresses 

the CDW phase. The most interesting result is that the 
CDW phase can be the ground state of the model (1) even 
for U

ff
>U that represents the realistic situation of strongly 

correlated electrons systems described by model 
Hamiltonian (1).  

The possibility of metal-insulator transition was 
studied too. The energy gap on the Fermi level is for the 
CDW phase equal to 2U and for the SDW phase 2J. So 
there is a discontinuous metal-insulator transition (on U

ff
) 

for J=0 and a discontinuous insulator-insulator transition 
for J>0.  

 
 
3. Thermodynamics 
 
The question if or not the CDW and SDW phases 

persist up to finite temperatures motivated our study of 
thermodynamic properties of the model (1). The grand 
canonical partition function of Hamiltonian (1) can be 

written directly as a function of eigenvalues �
�
i

 (of the 

operator h), that are dependent on the f electron 
configuration w.  
 

� �
)(

}{

1( ��	






�	
� ���

�
�



�
�
�

�
���

��
�

�� �
��

ii

iiffff

ee
UNE

 (5) 

where 	= 
1
�, �=k

B
T/t, � is the chemical potential and 

summation runs over all possible f electron configurations. 
Thermodynamic quantities as functions of temperature, 
have been expressed directly from the partition function by 
employing the standard statistical relations. For example 
the average number of all electrons in the system 

(n= 
1
L

 < >N
f+N

d ), the internal energy and the specific 

heat can be expressed as:  
 

 n=� 
�
��ln�,�=� 

1
L

 
�
�	�+�n,c

v
= 
��
��. (6) 

 
The first step in numerical calculations of the 

thermodynamic properties was to determine conditions 
under which the symmetric case condition (�=U and 
U

ff
=�2E

f
) is satisfied for all temperatures. It is possible to 

show analytically that the chemical potential is constant 
when n=2 (analogically when we determine �=U then 
< >N =2L).  

Though this condition (fixed � and N) significantly 
speeded up the numerical computations of thermodynamic 
properties, we were able to perform the exact numerical 
study (over all possible f-electron configurations) only on 
small lattices (up to L=12). To overcome this limitation we 
have used the Monte-Carlo method. As the f-electron 
occupation number can be replaced by the classical 
variable w, we do not have to use the quantum Monte-
Carlo algorithm and thus our calculations are not restricted 
to the high-temperature regime. The classical Monte-
Carlo, where we used the free energy  
 

 F(w)=(E
f
��)N

f
+U

ff
 �

i

 w
i�w

i�� 
1
	 �

i,�
 ln(1+e

�	(�
�
i
��)),

(7) 
 

as the statistical weight in the Metropolis algorithm, 
allowed us to study the thermodynamic properties of the 
model on approximatively ten times larger lattices.  
  

  
Fig. 2.  Specific heat as a function of temperature 

�=k
B

T/t for U=2,U
ff

=1,J=1  in two dimensions. 

The simple line represents the exact results for L=10, 

different symbols represent Monte-Carlo results for 

different lattices. Lines are only guides for eye. The left 

inset represents the temperature dependence of �
A�B

, 

The right inset represents a  dependence  of  ln(c
max

v
/k

B
)  

        on ln L with a linear fit of a slope �0.466. 
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Fig. 3. Specific heat as a function of temperature �=k

B
T/t 

for U=2,U
ff

=4,J=2  in two dimensions. The 

simple line represents the exact results for L=10, 

different symbols represent Monte-Carlo results for 

different lattices. Lines are only guides for eye. The left 

inset represents the temperature dependence of �
A�B

, 

The right inset  represents  a  dependence of ln(c
max

v
/k

B
)  

        on ln L with a linear fit of a slope �0.453. 

 
 
 

The typical examples of the c
v
(�) dependence in two 

dimensions for U=2 and two different sets of U
ff

 and J 

values in that represent two different ground states (the 

CDW and SDW phase) are shown in Fig.2 and Fig.3. One 

can see that c
v
 as a function of � shows the two-peak 

structure. There is a sharp low-temperature peak and a 

broad high temperature peak. The high-temperature peak 

is clearly of Schottky type, but the nature of the low 

temperature peak is not so evident. In the left insets of 

Fig.2 and Fig.3 we present the �-dependence of parameters 

�
A�B

= 
1

2
 < >|�

A
��

B
|  (CWD) and 

m
A�B

= 
1

2
 < >|m

A
�m

B
|  (SWD). 

Parameters �
A�B

 a m
A�B

 change rapidly from 1 to 0, near 

the temperature where the maximum of c
v
 (c

max

v
(L)) 

appears. This suggests that the maximum of c
v
 is related to 

breaking of the charge and spin ordering. The kind of 

phase transition can be estimated from the finite size 

scaling of c
max

v
. In the right insets of Fig.2 and Fig.3 we 

present the dependences ln(c
max

v
/k

B
) on ln( L) with 

plotted linear fits. The ln(c
max

v
/k

B
) dependence for the 

CDW ground state (Fig.2) is in very good agreement with 

the linear fit with a slope �0.466, and the same 

dependence for SDW ground state phase (Fig.3) is in very 

good agreement with the linear fit with a slope �0.453. 

This indicates an Ising-like phase transition for both cases 

what means that the CDW phase as well as the SDW 

phase persist up to finite temperatures. 

The corresponding critical temperatures for both above 

mentioned phase transitions are displayed in Fig.4.  

  

 

  
 

 
Fig. 4. Dependence of the critical temperature for the 

Ising-like phase transition on spin-dependent interaction  

                         J for U=2 and U
ff

=1,4 . 

 

 

 

These critical temperatures have been extrapolated 

from the location of the c
max

v
 and by using the standard 

Binder cumulant method [13], each other with good 

agreement. As Binder cumulant we have chosen  

 

B
CDW

=1� 

 < >�
4

A�B

3 < >�
2

A�B

2
,B

SDW
=1� 

 < >m
4

A�B

3 < >m
2

A�B

2
. 

(8) 

 

In the CDW area the maximum value of the critical 

temperature is for J=0 and with increasing J the critical 

temperature decreases. The reason for such behavior is 

that the spin-dependent interaction J suppresses the 

stability of CDW phase. More complicated is the behavior 

of critical temperature in the SDW area, where for J=0 the 

ground state is 2
L

 degenerated, so no finite temperature 

transition was observed for any U
ff

. The critical 

temperature increases rapidly with increasing J and 

reaches its maximum at J�U then gradually decreases. 

Quantitatively the J-dependence of the critical temperature 

in the SDW phase resembles the U-dependence of the 

critical temperature of the conventional spinless FKM in te 

CDW phase, but �
c
 values in the SDW phase are 

approximatively two times larger than ones of the spinless 

FKM [14]. 

 

 

4.  Conclusion 

 

In summary, the extrapolation of small-cluster exact-

diagonalization calculations and the Monte-Carlo method 

were used to study the spin-one-half Falicov-Kimball 
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model extended by the spin-dependent Coulomb 
interaction between the localized f and itinerant d electrons 
as well as the on-site Coulomb interaction between the 
localized f electrons. It was shown that in the symmetric 
case, when the chemical potential � equals to U the 
ground-state phase diagram of the model has an extremely 
simple structure that consists of only two phases, and 
namely, the charge-density-wave phase (with local f-
electron pairs on one of two sublattices of a bipartite 
lattice) and the spin-density-wave phase. One of the most 
important results is that the charge-density-wave phase can 
be the ground state of the model (1) even for U

ff
>U that 

represents the realistic situation of strongly correlated 
electrons system described by model Hamiltonian (1). 

The nonzero temperature studies of the specific heat 
showed that both these phases persist also at finite 
temperatures. The critical temperature for a transition from 
the low-temperature ordered phases to the high-
temperature disordered phase was extrapolated from 
numerical calculations for various values of J and U

ff
. It 

was found that in CDW area the maximum value of 
critical temperature is for J=0 and in the area SDW for 
J�U. 
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The extrapolation of small-cluster exact-diagonalization calculations and the Monte Carlo method is used
to study the spin-one-half Falicov–Kimball model extended by the spin-dependent Coulomb interaction �J)
between the localized f and itinerant d electrons as well as the on-site Coulomb interaction �U�� ) between the
localized f electrons. It is shown that in the symmetric case the ground-state phase diagram of the model has
an extremely simple structure that consists of only two phases, and namely, the charge-density-wave phase and
the spin-density-wave phase. The nonzero temperature studies showed that these phases persist also at finite
temperatures. The same calculations that we performed for unsymmetric case showed that charge and spin
ordering can be destroyed simultaneously or consecutively.

PACS numbers: 75.10.Lp, 71.27.+a, 71.28.+d

1� Introduction

The Falicov–Kimball model �FKM) [1] was originally
proposed to describe the metal–insulator transitions in
the rare-earth and transition-metal compounds. Later
it has been used in literature to study a great variety of
many-body effects such as alloy formation, mixed valence
and electronic ferroelectricity [2]. Recent theoretical
studies of the FKM showed [3] that the model can yield
the correct physics for a description of the ground-states
of rare-earth and transition-metal compounds, which has
also motivated the study of thermodynamic properties of
this model [4]. In its original version the FKM consists
of particles localized on f orbitals which interact with a
dispersive band of d orbitals through an on-site Coulomb
interaction, but various generalized versions of the FKM
are being studied, too. It was shown that including dif-
ferent interaction terms to the FKM �e.g., a finite spin-
-dependent local interaction between localized f and itin-
erant d electrons and a finite local Coulomb interaction
between f electrons) can lead to dramatic changes of the
ground state and thermodynamic properties of the model
[2–5]. The strong influence of mentioned interactions on
properties of the FKM and their ability to describe new
famous phases was the main motivation for us to study
the ground state and thermodynamic properties of the
generalized FKM that includes both the spin dependent
interaction between f and d electrons and the finite local
repulsion between localized f electrons. The Hamilto-
nian of the model is

H =
�

ijσ

tijd
�

iσdjσ + U
�

iσσ�

n
f
iσnd

iσ�

+J
�

i�σ

�

n
f
i−σ − n

f
iσ

�

nd
iσ

+Uff

�

i

n
f
i↑n

f
i↓ + Ef

�

iσ

n
f
iσ	 �1)

where n
f
iσ = f�

iσfiσ �nd
iσ = d�

iσdiσ) is the f electron
�d electron) occupation number and f�

iσ	 fiσ are the cre-
ation and annihilation operators for an electron of spin
σ =↑	 ↓ in the local state at lattice site i and d�

iσ	 diσ are
the creation and annihilation operators of the itinerant
electrons in the d-band Wannier state at site i. The first
term of the model �1) is the kinetic energy correspond-
ing to the quantum-mechanical hopping of the itinerant
d electrons between sites i and j. These inter-site hop-
ping transitions are described by the matrix elements tij ,
which are −t if i and j are the nearest neighbors and zero
otherwise �in the next all energies are measured in units
of t). The second term represents the on-site Coulomb
interaction between the d-band electrons and the local-
ized f electrons. The third term is the above mentioned
anisotropic, spin-dependent local interaction of the Ising
type between the localized and itinerant electrons that re-
flects the Hund rule force. The fourth term is an on-site
Coulomb interaction between f electrons with opposite
spins. The last term stands for the localized f electrons
whose sharp energy level is Ef . Since in this generalized
version of the FKM the f -electron occupation number

n
f
iσ of each site i commutes with the Hamiltonian �1),

it is a good quantum number, taking only two values:
wiσ = 1 or 0, according to whether or not the site i is
occupied by the localized f electron with spin σ. Thus
the Hamiltonian �1) can be rewritten as

�104)
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H =
�

ijσ

hijσd�

iσdjσ + Uff

�

i

wi↑wi↓

+Ef

�

iσ

wiσ� �2)

where hijσ�w) = tij+[U�wi−σ+wiσ)+J�wi−σ−wiσ)]δij .
Thus for a given f -electron configuration w, the Hamil-
tonian �2) is the second-quantized version of the single-
-particle Hamiltonian h, so the investigation of the model
�2) is reduced to the investigation of the spectrum of h
for different configurations of f electrons.

2� Results and discussion

To examine effects of a finite spin dependent local in-
teraction between localized f and itinerant d electrons
and a finite local Coulomb interaction between f elec-
trons on the ground-state and thermodynamic properties
of the model �2) we have started with the symmetric case,
whereH−µN remains unchanged under the particle–hole
transformation �N is the total number of f and d elec-
trons and µ is the chemical potential). This condition
holds for all J if µ = U , Uff = −2Ef and N = 2L. Us-
ing small-cluster exact diagonalization calculations and a
well-controlled numerical method [6] we have found that
for the scheduled conditions and above mentioned val-
ues of parameters only two types of f -electron configura-
tions can be the ground states of the model, and namely,
the charge-density-wave �CDW) phase �Fig. 1a), and the
spin-density-wave �SDW) phase �Fig. 1b). The CDW
phase which is the ground state below the critical values
of Uff and J is an example of local f -electron pairing
that results from an effective on-site attraction between
the localized electrons, produced by quantum mechanical
effects which can overcome a direct Coulomb repulsion
Uff .

Fig. 1. The f -electron ground-state configurations:
�a) CDW phase, �b) SDW phase, �c) phase stable for
unsymmetric case N = 2L, U = 2, J = 1, U�� = 4
and E� = 0, �d) phase stable for unsymmetric case
N = 3L/2, U = 4, J = 0�8, U�� = 8 and E� = �2.

The question, if or not the CDW and SDW phases
persist up to finite temperatures motivated us to study
the thermodynamic properties of the model. The grand
canonical partition function of the model Hamiltonian
�2) can be written directly in terms of eigenvalues �σ

i �of
the matrix h), that depend on the f -electron configura-
tion w:

Ξ =
�

�w}

exp�−β��Ef − µ)Nf + Uff

�

i

wi↑wi↓))

×
�

i�σ

�1 + exp �−β ��σ
i − µ))) � �3)

where β = 1

τ
, τ = kBT/t, µ is the chemical potential and

the summation runs over all possible f -electron configu-
rations. Thermodynamic quantities, as functions of tem-
perature, have been calculated directly from the partition
function by employing the standard statistical mechanics
relations [7].
Though the condition of constant µ = U �the sym-

metric case) speeded up the numerical computations of
thermodynamic properties significantly, we were able to
perform the exact numerical study �over all possible
f -electron configurations) only on small lattices up to
L = 10 sites �for L = 8 and L = 10 the so-called “tilted”
lattices [8] were used). To overcome this limitation we
have used the Monte Carlo method. As the f -electron
occupation number can be replaced by the classical vari-
able w, it was not necessary to use the quantum Monte
Carlo algorithm and thus our calculations are not re-
stricted to the high-temperature regime. The classical
Monte Carlo, where we have used the free energy

F �w) = �Ef − µ)Nf + Uff

�

i

wi↑wi↓

−
1

β

�

i�σ

ln �1 + exp �−β ��σ
i − µ))) � �4)

as the statistical weight in the Metropolis algorithm [9],
allowed us to study the thermodynamic properties of the
model on approximatively ten times larger lattices.

Fig. 2. Specific heat as a function of temperature
τ = k�T/t, for the CDW phase �a) and the SDW �b)
phase. The insets represent temperature dependences
of Cτ and Sτ defined in the text.
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The typical examples of the cv�τ) dependence in two
dimensions for U = 2 and two different sets of Uff and
J values that represent two different ground states �the
CDW phase and the SDW phase) are shown in Fig. 2.
One can see that cv curves as functions of τ show the
two-peak structure. There is a sharp low-temperature
peak and a broad high temperature peak in both cases.
The high-temperature peaks are clearly of the Schottky
type �there is a finite gap at the Fermi energy in the
single-particle spectrum of h�w) for both the CDW phase
and the SDW phase). In the insets of Fig. 2 we present
τ -dependences of averages over generated ionic configu-
rations of the f -electron structure factors

X±��) =
1

L

L�

j�k

[exp �i� �Rj − Rk))

× �wj↑ ± wj↓) �wk↑ ± wk↓)]. �5)

The structure factors Cτ = �X��π π)�/L and Sτ =
�X−�π π)�/L change rapidly from 1 to ≈ 0, near the
temperature where the maximum of cv appears. This
suggests that the maximum of cv is related to the break-
ing of the charge and spin ordering in localized subsys-
tem.

Fig. 3. Specific heat as a function of temperature τ =
k�T/t, for the phase �c) and the phase �d) �Fig. 1). The
insets represent temperature dependence of Cτ and Sτ

defined in the text.

Unfortunately, the special type of charge and spin or-
dering that realizes at the symmetric case does not al-
low us to study another important problem, and namely,
how realizes the transition from the low-temperature or-
dered phase to the high-temperature disordered phase
for both spin and charge ordering. There are two pos-
sible scenarios: the spin and charge ordering can be

destroyed simultaneously at the same critical tempera-
ture τ , or consecutively at two different temperatures.
To examine this problem we have investigated the ex-
tended FKM in the unsymmetric case. In particular,
we have considered two cases with ground-state config-
urations depicted in Fig. 1c and Fig. 1d. One can see
that both configurations have such a form that break-
ing of one type of ordering, for example the spin order-
ing, need not be accompanied by breaking of the charge
ordering. The numerical results obtained for model pa-
rameters corresponding to �c) and �d) phases at τ = 0
are shown in Fig. 3. The temperature dependences
of the specific heat and the charge/spin structure fac-
tors �for �c) phase: Cτ = 4��X��0 π) − X��π 0)��/L,
Sτ = 4��X

−�π
2
 π) − X−�π π

2
)��/L, for �d) phase: Cτ =

4�X��π π)�/L, Sτ = 2��X
−�0 π) +X−�π 0)��/L) show

that the system behaves fully differently for �c) phase
and �d) phase. In the first case both the charge and
spin ordering disappear simultaneously at the same crit-
ical temperature τ , while in the second case the spin and
charge ordering disappear at temperatures that differ sig-
nificantly. Indeed, we have found that already temper-
ature of the order 0.01 destroys fully the spin ordering
for �d) phase, while the charge ordering persists up to
τc ≈ 0.25 which is in a good agreement with results of
Lemanski [10] obtained for infinite Uff and fixed nf .
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Phys� B 19, 3603 �2005).
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The classical Monte-Carlo method is used to study the finite-temperature properties of the three-
dimensional (D = 3) Falicov–Kimball model in the symmetric case. It is shown that the critical
temperature of the phase transition from the low-temperature ordered phase to the high-temperature
disordered phase in D = 3 is considerably enhanced in comparison to the two-dimensional case (D = 2).
A significant shift to higher values of the Coulomb interaction U (with respect to D = 2) is also found for
the critical point Uc , at which the nature of the phase transition changes from the first to second order.
In addition, the temperature dependence of the itinerant electron density of states (DOS) is analysed.
For very low-temperatures we have observed a formation of a fine structure inside the principal gap
that transforms to a pseudo-gap at higher temperatures and becomes temperature independent for
sufficiently large temperatures. In this temperature region we have calculated DOS for different Coulomb
interactions and found the Mott-Hubbard transition.

� 2009 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1� Introduction

Since its introduction in 1969, the Falicov–Kimball model
(FKM) has become an important standard model for a description
of correlated fermions on the lattice [1]. It has been used in
the literature to study a great variety of many-body effects
in rare-earth compounds, of which valence transitions, charge-
densitywaves and electronic ferroelectricity are themost common
examples [2,3]. The Hamiltonian of the model can be written as a
sum of three terms

H =
�

i,j

tijd
�
i dj � U

�

i

f �
i fid

�
i di � Ef

�

i

f �
i fi, (1)

where f �
i , fi are the creation and annihilation operators for an

electron in the localized state at lattice site i with binding energy
Ef and d

�
i , di are the creation and annihilation operators of the d

electrons in the d-band Wannier state at site i. The first term of
(1) is the kinetic energy corresponding to the quantum-mechanical
hopping of the itinerant d electrons between sites i and j. These
intersite hopping transitions are described by the matrix elements
tij, which are −t if i and j are the nearest neighbours and zero
otherwise (if not mentioned otherwise, all energies are measured
in units of t). The second term represents the on-site Coulomb
interaction between the localized and itinerant electrons. The third
term stands for the localized f electrons whose sharp energy level
is Ef .
Recent calculations showed that the FKM can yield the correct

physics for a description of ground-state [4] as well as the

∗ Corresponding author.
E-mail address: zonda@saske.sk (M. Žonda).

thermodynamic [5] properties of rare-earth and transition-metal
compounds (at least qualitatively). However, most of the results
obtained for the FKM have been calculated for the limiting cases of
D = 1,D = 2 andD = ∞ (whereD is the dimension of the system)
and it is not clear if these results hold also in the realistic case
(D = 3). The first attempt to describe systematically the ground-
state properties of the FKM in three dimensions has been made
recently [6]. In the present paper we focus our attention to the
thermodynamics of the three-dimensional FKM.

2� Method

Since in the FKM the f -electron occupation number f �
i fi of

each site i commutes with the Hamiltonian (1), the f -electron
occupation number is a good quantum number, taking only two
values: wi = 1 or 0, according to whether or not the site i is
occupied by the localized f electron. The Hamiltonian (1) can be
rewritten as

H =
�

i,j

hij�w)d�
i dj � EfNf , (2)

where hij�w) = tij � Uwiδij and Nf is the number of f electrons.
Thus the Hamiltonian (2), for a given f -electron configuration w
defined on the three-dimensional lattice, is the second-quantized
version of the single-particle Hamiltonian h�w) = t � Uw.
Therefore, the classical Metropolis algorithm [7,8], instead of the
quantumMonte-Carlo (MC) algorithm, can be used directly for the
investigation of thermodynamics of the FKM. Using the so called
electronic free energy [8]

F�w) = �Ef − µ)Nf −
1

β

�

i

ln�1� e−β��i−µ)), (3)

0038-1098/H – see front matter� 2009 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.ssc.2009.08.035
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(whereβ = 1
τ
, τ = kBT/t ,µ is the chemical potential and �i are the

eigenvalues of thematrix h) the grand-canonical partition function
can by written as Ξ =

�
{w} e

−βF�w), where the summation
runs over all possible f -electron configurations. In analogy with
the classical spin systems, the electronic free energy is used as
the statistical weight in the Metropolis algorithm. The thermal
averages can be expressed as

�X	 =
�

{w}
Xwχw, where χw =

e−βF�w)

Ξ
. (4)

The proper expression for the specific heat (at constant volume V
and total number of particlesN) can be obtained from the following
equation:

CV ,N =
�

∂ �E − µN)

∂T

�

V ,µ

− T

�

∂N
∂T

�2

µ
�

∂N
∂µ

�

T

, (5)

where E is the internal energy. Another important quantity
discussed in this paper is the structure factor defined as:

Sw
q �Q) =

1

2L

�

j,k

eiQ�Rj−Rk)
�

wjwk

�

, (6)

where Rj stands for the vector position of j site. The simulations
started mostly at high temperatures with a random configuration.
Data were generated typically with 105 MC steps per site after
discarding at least 3× 104 initial MC steps per site.

3� Results and discussion

Since the grand-canonical ensemble is used, the total number
of particles is a function of chemical potential µ. Generally, this
means a substantial complication, because for the requirednumber
of electrons, the chemical potential has to be found for each
temperature. To avoid this complication, we consider only the
symmetric point (µ = U/2, Ef = 0) of the model. In the
symmetric case H − µN remains unchanged under the particle-
hole transformation and the average number of all electrons is
N = L (where L is the lattice size). It is known [9], that for this
case the ground-state f -electron configuration has the chessboard
structure for all values of U > 0. Moreover, this configuration
is stable even for the finite temperatures, with the U dependent
critical temperature of the phase transition, as was shown for D =
2 and D = ∞ [8,10]. We have observed a similar behavior for
D = 3 by analyzing the temperature dependencies of the specific
heat CV ,N�τ ). The typical examples obtained for U = 2 and U = 8
in three dimensions are shown in Fig. 1.
One can see that CV ,N as a function of τ shows a sharp low-

temperature peak which scales with the lattice size. Hereby the
structure factor Sq�π, π) changes rapidly from 1 to∼0 (see insets
in Fig. 1), near the temperature where the maximum of CV ,N

appears. These facts indicate that the sharp maxima are related to
the breaking of the chessboard structure and their locations can be
used to estimate the critical temperature of the phase transition
from the low-temperature ordered phase to the high-temperature
disordered phase. In addition, the critical temperatures for several
values of U have been calculated also by using the standard Binder
intersection method [11] and a nice correspondence of the results
has been observed.
Fig. 2 shows the transition temperatures as functions of U . To

be able to compare the critical temperatures obtained in different
dimensions it is necessary to use the units of t � = 2t

√
D instead

of t [12]. In the limit of small Coulomb interactions the critical
temperatures (in all shown dimensions) are comparable. It is
evident that outside this limit the critical temperature in D = 3 is
considerably enhanced in comparison to D = 2, and in opposite, it
is considerably smaller than in D = ∞. In addition, we have found

�

b

Fig� 1� Specific heat as a function of τ for U = 2 (a) and U = 8 (b) and different
lattice sizes. The insets represent the temperature dependencies of the structure
factor Sq�π, π). The lines are only guides to the eye.

Fig� 2� The transition temperature τc of the half-filled FKM as a function of U
obtained for D = 2 [8], D = ∞ [15] and D = 3. Units of t � = 2t

√
D are used.

that themaximumof the critical temperature τc shifts to the higher
values of U with the increasing dimension.
Let us now discuss the type of phase transitions at τ =

τc . It is well-known that the FKM for U � 1 maps onto an
antiferromagnetic Ising model (J = t2/U), therefore for a large U ,
the phase transition is of the second order. On the other hand, it
was shown [8] that in twodimensions the FKM forU � t undergoes
a first order phase transition. Since the thermodynamic behavior
of a finite system is smooth when it undergoes a phase transition
for both the first order and the second order transition, it is often
hard to determine a type of transition. To identify the first order
phase transition we have used the method proposed by Challa,
Landau and Binder [13], which was generalized for the large class
of classical lattice models in the work of Borgs and Kotecký [14].
In the mentioned works, it was shown that in the case of the
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Fig� 3� Probability distribution of the electronic free energy at temperatures close
to the critical temperature for U = 2 and L = 216.

Fig� 4� Probability distribution of the electronic free energy at temperature close
to the critical temperature for U = 4 computed for different lattice sizes. Inset
represents P�F) at temperatures close to τc (τ = 0.205, 0.207, 0.209, 0.211 from
left to right) for U = 6 and L = 512.

first order phase transition one can describe the distribution of
states by the sum of two Gaussians with typically rather different
parameters. Therefore, if the system is close to the first order phase
transition, the probability distribution of the electronic free energy
P�F) has to consist of two Gaussians centered at different energies
pertaining to the ordered and disordered phase. In Fig. 3 the
distribution of electronic free energy P�F) for U = 2 and various
temperatures near τc is shown. All curves have a double-peak
structure, therefore there is clearly the first order phase transition
at τc . The two-peaks character of P�F) near the temperature of
the phase transition persists to surprisingly high values of U . The
distribution of electronic free energy near the τc for U = 4 (Fig. 4)
suggests that the first order phase transition can take place up to
U = 4 inD = 3. Although the results obtained for lattice sizes up to
L = 1000 support this suggestion, one should be careful in making
definitive conclusions, since we are not able to exclude completely
the influence of the finite size effects. For U > 4 we have observed
only a simple one-peak structure of P�F) that confirms the second
order phase transitions in the strong coupling region (see the inset
in Fig. 4).
Besides the order of phase transitions also other properties of

the FKM show a different behavior in theweak and strong coupling
limit. For example, we have observed that the double occupancy
per site δ as a function of temperature is clearly different for weak
and strong interactions. Fig. 5 illustrates the typical temperature
dependencies of the potential energy (EI = Uδ) for U = 2 and
U = 8. In both regimes EI is approximately constant for τ → 0,
while for τ ∼ τcEI rapidly increases for U < Uc and decreases for
U > Uc , where Uc ∼ 4.

�

b

Fig� 5� The potential energy EI per site as a function of temperature for U = 2 (a),
U = 8 (b) and different lattice sizes.

� d

b e

c f

Fig� 6� DOS for U = 2 and U = 8 at various temperatures for L = 512. Note that
the chemical potential is fixed at µ = U/2 in all figures.

To reveal the influence of dimension D on the thermodynamic
characteristics of the FKM we have also examined the d-electron
density of states (DOS). In Fig. 6 the single-particle DOS for the
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� b

Fig� 7� The detail of the temperature evolution of the fine structure of DOS in the
region of 0 ≤ ω ≤ U for U = 2 and τ = {0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.11, 0.118} (from
the bottom up in the figure) and for U = 4 and τ = {0.135, 0.20, 0.35} (from the
bottom up in the figure) and τ → ∞ (dotted line).

three dimensional FKM is shown for U = 2 and U = 8 and various
temperatures τ . We have found that for τ → 0 there is a gap
of width U (at µ = U/2) that is in agreement with the rigorous
results for the ground state [16]. As the temperature is raised a fine
structure appears in the DOS in the region of 0 < ω < U . We have
observed that with increasing τ this fine structure transforms to a
pseudo-gap in D = 3. This is illustrated in Fig. 7 where the details
of the temperature evolution of DOS in the region of 0 ≤ ω ≤ U
for U = 2 and U = 4 are presented. In the limit of the weak
Coulomb interaction, the sufficiently high temperature closes the
pseudo-gap (Fig. 7(a)). For an intermediate U the depth of pseudo-
gap decreases with increasing τ but a pseudo-gap persists even for
τ → ∞ (Fig. 7(b)). Finally, for the strong coupling limit, the fine
structure reduces thewidth of the gapbut it still remains open even
for τ → ∞ (Fig. 6(f)).

We have found that for temperatures only slightly higher than
τc the DOS does not change with an increasing temperature. This
allowed us to study the disordered phase (homogenous phase) in
the τ → ∞ limit that is accessible to numerical simulations on
much larger clusters. In Fig. 8 the DOS of the homogenous phase
is shown for different U and different dimensions. One can see
that for small values of U the three-dimensional DOS is almost
the free electron DOS. As U increases, the pseudo-gap with a fine
structure appears at the Fermi energy, and finally, in the limit of
the strong Coulomb interactions the gap is opened. This illustrates
the finite temperature Mott-Hubbard transition as a function of
U in the real dimension. The same scenario has been observed
also for D ≤ 2 and D = ∞. Moreover, Fig. 8 shows that
with increasing dimensions, the fine structure becomes smoother,
and finally, transforms in the smooth maxima for D = ∞.
Summarizing our results the following conclusions can bemade for
the homogeneous phase. In the weak coupling limit the character
of DOS in D = ∞ is even closer to the realistic D = 3 case than
the D = 2 case. The opposite is true in the strong coupling limit,
where the DOS in infinite dimensions lacks the peaks and local
minima near ω = µ ± U/2. This fact can play an important role in
the correct description of electronic correlations of real materials
in D = 3 since these details are connected with the interaction
between f and d electrons.
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Fig� 8� DOS in the homogenous phase computed for different U and different dimensions. The open boundary conditions and units of t � = 2t
√
D are used. In the infinite

dimension the DOS (computed by DMFT [17]) for the hypercubic lattice (solid line) and the Bethe lattice (dashed line) are plotted.
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